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1 EINFÜHRUNG 1

1 Einführung

1.1 Zielsetzung

Ziel der Arbeit ist es, Extrapolationsverfahren zur Lösung der zeitabhängigen S
hrö-

dinger-Glei
hung mit aus der Literatur bekannten Methoden zu verglei
hen. Die an-

hand von numeris
hen Tests entwi
kelten Programme sollen auf Modellsysteme ange-

wandt werden.

1.2 Thematik

Ausgangspunkt ist die zeitabhängige S
hrödinger-Glei
hung

1

i
∂

∂t
ψ(t) = Ĥψ(t) (1)

mit dem Anfangswert ψ0 = ψ(0). Dur
h Einführung einer Basis (siehe 1.3.1) oder dur
h
Diskretisierung der räumli
hen Freiheitsgrade (siehe 1.3.2) läÿt si
h H als Matrix und

ψ(t) als Vektor auffassen.
Für zeitabhängige Hamiltonoperatoren s
hreibt man

ψ(t) = Û(t)ψ0, (2)

wobei Û(t) den Zeitentwi
klungsoperator bezei
hnet.

Ist der Hamiltonoperator Ĥ zeitunabhängig, so läÿt si
h die Lösung ψ(t) der S
hrö-

dingerglei
hung dur
h Anwendung des Zeitentwi
klungsoperators exp(− i H t) auf den
Anfangswert ψ0 bere
hnen:

ψ(t) = e− iH tψ0. (3)

Damit ist die Bere
hnung der Zeitentwi
klung der Wellenfunktion formal gelöst. In

der Praxis ist die numeris
he Lösung von (1) ein wi
htiges Problem. Laut [1, S. 103℄

sind �Algorithmen zu deren Lösung . . . heute no
h Gegenstand aktueller Fors
hungs-

arbeiten�.

In der vorliegenden Arbeit werden zwei grundsätzli
he Methoden zur Lösung der S
hrö-

dingerglei
hung vorgestellt:

Zum einen ist dies die Approximation des Zeitentwi
klungsoperators über die Matrix-

exponentialfunktion und dessen Anwendung auf die Wellenfunktion, um deren zeitli
he

Propagation zu bes
hreiben. Dieses Verfahren hat den Vorteil, daÿ der Zeitentwi
k-

lungsoperator nur einmal bere
hnet werden muÿ und dann auf vers
hiedene Wellen-

funktionen bzw. Wellenpakete angewendet werden kann. Ersetzt man den Zeitpunkt

t in (3) dur
h ein Zeitintervall ∆t, so erhält der Zeitentwi
klungsoperator die Form

exp(− i H∆t). Dur
h n-maliges Anwenden dieses Operators auf ψ0 erhält man die Folge

ψ(0), ψ(∆t), ψ(2 · ∆t), . . . ψ(n · ∆t), (4)

1

Im folgenden ist der Einfa
hheit halber immer h̄ = 1 gesetzt, siehe au
h Abs
hnitt 1.4.
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die den zeitli
hen Verlauf der Wellenfunktion verans
hauli
ht. Kap. 2 bes
häftigt si
h

mit derartigen Verfahren.

Diese Methoden eignen si
h aber ni
ht nur zur Bestimmung des Zeitentwi
klungsope-

rators. Weitere Einsatzmögli
hkeiten liegen z. B. im Übergang von der S
hrödinger-

zur We
hselwirkungs-Darstellung in der Quantenme
hanik, der dur
h einen Operator

der Form exp( i Ĥ0 t) bes
hrieben wird, wobei Ĥ = Ĥ0 + V̂ gilt (siehe au
h Gl. (149) in

Abs
hnitt 3.4).

Au
h der thermodynamis
he Di
hteoperator ist ein Operatorexponential:

ρ̂ =
e−βĤ

tr
(

e−βĤ

) . (5)

Bei geeigneter Basiswahl läÿt si
h ρ als Matrixexponentialfunktion darstellen.

Allgemeine Differentialglei
hungen der Form

d

dt
~v(t) = A(t)~v(t), ~v(0) = ~v0 (6)

mit einer (u. U. zeitabhängigen) Matrix A führen auf Beziehungen der Form

~v(t+ ∆t) = eA(t)·∆t~v(t). (7)

Ist man dagegen nur am Endzustand ψ(t) interessiert, bieten si
h als zweite Mögli
hkeit

Vektorverfahren an, die eine Folge der Vektoren

ψ0 = ψ(0), ψ1, . . . , ψn, . . . , ψ∞ = ψ(t) (8)

extrapolieren. Diese Vorgehensweise wird in Kap. 3 genauer ausgeführt. Der Vorteil

hierbei liegt in einem geringeren Re
henaufwand, da der Endzustand ni
ht auf dem

Umweg über ein hinrei
hend genau approximiertes Matrixexponential bere
hnet, son-

dern direkt aus einer Folge von Vektoren bestimmt wird.

1.3 Matrixdarstellungen des Hamiltonoperators

Im folgenden werden konkrete Verfahren vorgestellt, die den Hamiltonoperator in eine

Matrix überführen, um so die Grundlage für numeris
he Bere
hnungen zu liefern.

1.3.1 Basissatzverfahren

Gegeben sei eine Menge von Funktionen

φj(x), j = 1, . . . ,∞, (9)

die orthonormal sind, d. h. die

〈φj(x), φk(x)〉 = δjk (10)
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erfüllen, und die darüberhinaus vollständig ist, was si
h in der Form

∞∑

j=0

|φj(x)〉 〈φj(x)| = 1̂ (11)

darstellen läÿt. Sind (10) und (11) erfüllt, bildet (9) eine Basis des Hilbertraums. Im

folgenden wird statt φj(x) der Einfa
hheit halber immer φj ges
hrieben.

Nun läÿt si
h jeder Operator Â in dieser Basis darstellen gemäÿ

A = (Ajk) =
〈

φj, Âφk
〉

, j, k = 1, . . . ,∞, (12)

d. h. aus dem Operator Â wird eine (unendli
he) Matrix A = (Ajk).

Ebenso läÿt si
h die Wellenfunktion ψ(x, t) na
h dieser Basis entwi
keln:

ψ(x, t) =
∞∑

j=0

〈φj , ψ(x, t)〉φj =
∞∑

j=0

cj(t)φj(x); (13)

hierbei bilden die Koef�zienten

cj(t) = 〈φj, ψ(x, t)〉 (14)

einen i. a. zeitabhängigen, unendli
hdimensionalen Vektor.

Da mit unendli
hdimensionalen Matrizen und Vektoren keine numeris
hen Bere
hnun-

gen dur
hgeführt werden können, reduziert man die unendli
he Basis auf eine Menge

von D Funktionen,

{φj; j = 1, . . . , D}, (15)

die so gewählt ist, daÿ die Beiträge Ajk und cj für j, k > D im Rahmen der Re-


hengenauigkeit verna
hlässigbar sind. Es müssen also endli
hdimensionale Basissätze

gefunden werden, die bei mögli
hst kleiner Dimension D die wesentli
hen Aspekte

einer gegebenen Problemstellung erfassen.

S
hneidet man die Entwi
klungen (12) und (13) na
h j, k = D ab, so erhält man aus

den Operatoren (D ×D)-Matrizen

A = (Ajk) =
〈

φj , Âφk
〉

, j, k = 1, . . . , D (16)

und aus der Wellenfunktion D-dimensionale Vektoren:

ψ(x, t) ≈
D∑

j=0

cj(t)φj(x). (17)
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1.3.2 Gitterverfahren

Grundsätzli
h läÿt si
h der Raum dur
h die Einführung eines Gitters diskretisieren.

Der Ausgangszustand ψ0 wird dann dur
h seine Werte an den Orten der Gitterpunkte

bes
hrieben und somit zu einem Vektor. Dabei muÿ Gittergröÿe und -auflösung na
h

folgenden Gesi
htspunkten gewählt werden:

• Da das Gitter nur einen endli
hen Raumberei
h überde
ken kann, ist die Wahl

der Grenzen ents
heidend. Errei
hen Teile der Wellenfunktion im beoba
hteten

Zeitraum die Grenzen, so werden sie dort entweder re�ektiert oder (bei der Ver-

wendung von Fourier-Transformationen, s. u.) auf die gegenüberliegende Seite

des Gitters projiziert. Beides sind unerwüns
hte Effekte, die die Genauigkeit

und den Aussagegehalt der Bere
hnungen emp�ndli
h stören können.

• Die Auflösung des Gitters bestimmt direkt die unterste S
hranke der beoba
htba-

ren Veränderungen. Ein Maÿ für die Ortsauflösung ist die deBroglie-Wellenlänge

der Wellenfunktion.

• Die Gröÿe und die Auflösung des Gitters bestimmen au
h die Grenzen der dar-

stellbaren Energie und sollten deshalb an das Spektrum des Hamiltonoperators

angepaÿt sein.

• Die Anzahl der Gitterpunkte D bestimmt den Re
henaufwand des Problems.

Man bea
hte, daÿ die Hamiltonoperator dur
h die Diskretisierung des Raumes

zu einer (D × D)-Matrix wird. Bei Problemstellungen mit mehreren Freiheits-

graden und hoher Ortsauflösung stöÿt man hier sehr s
hnell an die Grenzen

von Re
hnerleistung und Spei
herbedarf (vgl. dazu die Anmerkungen in Ab-

s
hnitt 5.1.3).

Ist ψ0 diskretisiert, so muÿ Ĥψ0 bere
hnet werden. Übli
herweise kann der Hamil-

tonoperator in einen Operator T̂ der kinetis
hen Energie und einen Operator V̂ der

potentiellen Energie aufgespalten werden. Während die Anwendung von V̂ auf ψ0 im

wesentli
hen einer Multiplikation mit V an jedem Gitterpunkt entspri
ht (V̂ ist dia-

gonal in der Ortsdarstellung), ist die Bere
hnung von T̂ψ0 problematis
her, da T̂ in

dieser Darstellung ni
htlokal ist.

Eine Mögli
hkeit, die zweiten Ableitungen von ψ0 zu bere
hnen, ist die Verwendung

von �niten Differenzen (FD). In [2, 3, 4℄ wird ein 3-Punkt FD-Verfahren verwendet,

das die zweite Ableitung wie folgt approximiert (hier im eindimensionalen Fall):

d2ψ0(xα)

dx2
=
ψ0(xα+1) − 2ψ0(xα) + ψ0(xα−1)

(∆x)2
(18)

Hier wurde angenommen, daÿ die Punkte xα, α = 1, . . . , D im Abstand ∆x angeordnet
sind. Ein Beispiel für den Einsatz einer 5-Punkt FD-Formel �ndet si
h in [5℄. In [6,

Anh. B℄ ist die allgemeine Formel für ein N -Punkt FD-Verfahren und der Grenzüber-

gang N → ∞ hergeleitet. Die Verwendung von �niten Differenzen stellt (für N <∞)
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eine semilokale Näherung eines ni
htlokalen Operators dar und ist daher u.U. stark

fehlerbehaftet (vgl. dazu au
h [7℄).

Ein weiteres Verfahren zur Diskretisierung von Operatoren und Wellenfunktionen, die

dis
rete variable representation (DVR) besteht darin, im Raum D Punkte {xα, α =
1, . . . , D} festzulegen. Jedem dieser Punkte xα ist ein Gewi
htungsfaktor ωα zugeteilt.
Auÿerdem wird wie in Kap. 1.3.1 eine D-dimensionale Basis

{φj; j = 1, . . . , D} (19)

verwendet.

Die Wellenfunktion läÿt si
h wieder in der Form

ψ(x, t) =
D∑

j=1

dj(t)φj(x) (20)

darstellen (vgl. (17)), wobei hier zur Unters
heidung statt der Koef�zienten cj die

diskreten Koef�zienten dj verwendet wurden. Es gilt nämli
h

dj(t) =
D∑

α=1

ωαφ
∗
j (xα)ψ(xα, t) (21)

im Gegensatz zu (14), wenn die φj au
h in der diskreten Darstellung no
h orthonormal
sind in dem Sinne, daÿ

D∑

α=1

ωαφ
∗
j(xα)φk(xα) = δjk (22)

gilt. Formal approximiert man also die Integration dur
h eine gewi
htete Summation

über die D Gitterpunkte:

∫

dxφ∗
j (x) . . . −→

D∑

α=1

ωjφ
∗
j(xα) . . . . (23)

Es läÿt si
h zeigen, daÿ die DVR-Darstellung dur
h eine orthogonale Transformation

aus der Basissatzdarstellung na
h 1.3.1 hervorgeht [8, 9, 10℄. Der ersi
htli
he Vorteil

der DVR-Methode ist der, daÿ statt der Bere
hnung von Integralen über den Ortsraum

nur Summationen über die Gitterpunkte dur
hgeführt werden müssen.

Setzt man (21) in (20) ein, so erhält man

ψ(x, t) =
D∑

j=1

D∑

α=1

ωαφ
∗
j(xα)ψ(xα, t)φj(x) (24)

=
D∑

α=1

ψαχα(x); (25)
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hierbei wurden die Funktionen

χα(x) =
√
ωα

D∑

j=1

φ∗
j(xα)φj(x), j = 1, . . . , D (26)

eingeführt, die eine orthonormale Basis in der diskreten Darstellung bilden, sowie die

Koef�zienten

ψα =
√
ωαψ(xα, t) α = 1, . . . , D. (27)

Die n-ten Ableitungen der Wellenfunktion na
h den Ortskoordinaten (z. B. n = 2 für

die Anwendung des Operators der kinetis
hen Energie) bere
hnet man gemäÿ

∂nψ(x, t)

∂xn
=

D∑

α=1

ψα
∂nχα(x)

∂xn
. (28)

Dabei können die Ableitungen

∂nχα(x)

∂xn
=

√
ωα

D∑

j=1

φ∗
j(xα)

∂nφj(x)

∂xn
(29)

für alle xα (α = 1, . . . , D) einmal bere
hnet und dann abgespei
hert werden.

Ein Sonderfall der DVR ist die Verwendung s
hneller Fourier-Transformationen (FFT)

[11℄. Man erhält dieses Verfahren aus dem oben bes
hriebenen, in dem man die Gitter-

punkte xα in einheitli
hen Abstand voneinander setzt, also xα = α∆x (α = 0, . . . , D−
1) mit der Gitterkonstanten ∆x (hier im eindimensionalen Fall) wählt. Darüberhin-

aus werden als Basisfunktionen ebene Wellen der Form φα(x) = exp( i kαx) (α =
0, . . . , D− 1) eingesetzt. Es zeigt si
h, daÿ si
h hier die Anwendung des Operators der

kinetis
hen Energie auf eine Fouriertransformation der Wellenfunktion in den Impuls-

raum, einer Multiplikation mit −k2
α und einer ans
hlieÿenden Rü
ktransformation in

den Ortsraum reduzieren läÿt (vgl. au
h Kap. 3.4).

Im Verglei
h von DVR mit der FFT-Methode zeigt si
h, daÿ bei ersterer der Re
hen-

aufwand proportional zu D2
steigt, bei der Fourier-Methode dagegen nur mitD log2D.

Der Vorteil des allgemeinen DVR-Verfahrens liegt darin, daÿ die Wahl der Gitterpunk-

te und der verwendeten Basis speziell an das betra
htete Problem angepaÿt werden

kann (z. B. können die Gitterpunkte im Berei
h starker We
hselwirkungen di
hter lie-

gen als in Randberei
hen) und kein We
hsel zwis
hen Orts- und Impulsdarstellung

notwendig ist.

In Anhang B.1 wird ein formaler Zugang zum DVR-Verfahren bes
hrieben, bei dem

die Zahl der Basisfunktionen vers
hieden von der Zahl der Gitterpunkte sein kann.

Anhang B.2 zeigt ein konkretes DVR-Verfahren, das im praktis
hen Teil dieser Arbeit

(Kap. 5) eingesetzt wurde und in seiner Konzeption universell einsetzbar ist.
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1.4 Notationen und Konventionen

Operatoren werden mit einem ˆ dargestellt, z. B. der Hamiltonoperator

Ĥ, (30)

die zugehörigen Matrizen werden ohne Akzent dargestellt, also

H. (31)

Das Spektrum eines Operators X̂, also die Menge seiner Eigenwerte

2

, wird dur
h

σ(X̂) (33)

symbolisiert.

Um im folgenden die Formeln übersi
htli
her zu halten, werden atomare Einheiten

verwendet, d. h. es gilt:

h̄ = 1, e = 1, me = 1. (34)

Das Krone
kersymbol δjk hat folgende Bedeutung:

δjk =

{

1 für j = k
0 für j 6= k.

(35)

Der Differenzenoperator ∆ wirkt, wenn ni
ht gesondert indiziert, auf den Index n
gemäÿ

∆f(n) = f(n+ 1) − f(n). (36)

Differenzen höherer Ordnung sind wie folgt de�niert:

∆k+1f(n) = ∆kf(n+ 1) − ∆kf(n). (37)

Für k = 1 wird mit ∆1 = ∆ daraus

∆2f(n) = ∆f(n+ 1) − ∆f(n) = f(n+ 2) − 2f(n+ 1) + f(n). (38)

Die Gammafunktion Γ(x) ist de�niert dur
h [12℄:

Γ(x) =

∞∫

0

e−ttx−1 dt (x > 0). (39)

Die Besselfunktionen Jn(x) erster Art der Ordnung n sind dur
h

Jn(x) =
∞∑

k=0

(−1)k
(
x
2

)n+2k

k! Γ(n+ k + 1)
(40)

2

genauer: der Abs
hluÿ der Menge seiner Eigenwerte, also

σ(X̂) = {λ : λ ist Eigenwert von X̂} (32)
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de�niert [12, S. 389, Gl. (9.52a)℄.

Die Norm einer Matrix ist, wenn ni
ht anders vermerkt, die 2-Norm, de�niert dur
h

||x|| =

√
√
√
√
√

D∑

j=1

|xj|2, ||A|| = max
||x||=1

||Ax||. (41)

In den Computerprogrammen wird dagegen stets die 1-Norm verwendet, die dur
h

||x||1 = max
1≤j≤D

|xj |, ||A||1 = max
1≤j≤D

D∑

i=0

|aij | (42)

gegeben ist.

Das Skalarprodukt zweier Funktionen φ(x) und ψ(x) ist de�niert dur
h

〈φ(x, t), ψ(x, t)〉 :=

∞∫

0

φ∗(x, t)ψ(x, t) dx. (43)

Dabei steht x für die Gesamtheit der räumli
hen Koordinaten, von denen φ und ψ
abhängen.
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2 Methoden zur Bere
hnung der Matrixexponential-

funktion

2.1 Polynomiale Approximationen

2.1.1 Taylor-Entwi
klung

Die Exponentialfunktion einer beliebigen (D × D)-Matrix A ist de�niert dur
h die

Taylorreihe der Exponentialfunktion mit Matrixargument:

eA :=
∞∑

n=0

An

n!
. (44)

Dieser Ausdru
k kann dur
h das Taylorpolynom pN(A) vom Grad N approximiert

werden:

eA ≈ pN(A) =
N∑

n=0

An

n!
. (45)

Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist unendli
h, somit ist zumindest theoretis
h

die Exponentialfunktion beliebig genau bere
henbar, wenn nur genügend viele Sum-

manden aufaddiert werden. In der Praxis treten jedo
h mehrere Probleme auf. In [13℄

wird darauf hingewiesen, daÿ die Taylorreihe s
hon im skalaren Fall sehr langsam

konvergiert. Oft treten dabei sehr groÿe Summanden mit alternierenden Vorzei
hen

auf, sodaÿ Rundungsfehler, bedingt dur
h die endli
he Stellenzahl der Computer, sehr

bedeutsam werden und unter Umständen zu völlig fals
hen Ergebnissen führen.

Das Konvergenzverhalten einer Matrix kann dur
h ihre Norm abges
hätzt werden. In

[13℄ wird als Fehlerabs
hätzung die Unglei
hung

||pN (A) − eA|| ≤
(

||A||N+1

(N + 1)!

)(

1

1 − ||A||/(N + 2)

)

≤ δ (46)

angegeben. Will man also eine Fehlertoleranz von δ unters
hreiten, so muÿ man N so

wählen, daÿ (46) erfüllt ist. Man sieht, daÿ N umso gröÿer sein muÿ, je gröÿer die

Norm ||A|| ist.
Man kann nun das Konvergenzverhalten verbessern und die Rundungsfehler minimie-

ren, wenn man die Identität

eA =
(

eA/s
)s

(47)

verwendet [13, 14, 15℄. Setzt man den Skalierungsfaktor s = 2q, so erhält man die

Exponentialmatrix dur
h q-fa
hes Quadrieren von eA/s, wofür ef�ziente Computeral-
gorithmen existieren.

Die Matrizen in unserem speziellen Fall sind ja von der Form A = − i H∆t, sodaÿ si
h
für kleine Zeits
hritte ∆t die Matrixexponentialfunktion dur
h

e− i H∆t = 1 − i H∆t+O(∆t2), (48)
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also dur
h die führenden Terme der Taylorreihe nähern läÿt. Diese Näherung ist aller-

dings ni
ht unitär und erhält somit ni
ht die Norm der Wellenfunktion, die propagiert

werden soll.

Eine Verbesserung dieser Näherung dur
h rationale Funktionen wird in 2.2 diskutiert.

2.1.2 Cayley-Hamilton-Verfahren

Dieses Verfahren beruht auf der Kenntnis des 
harakteristis
hen Polynoms PA(z) [13℄.
Dies ist de�niert dur
h

PA(z) = det(z1 − A) = zn −
n−1∑

k=0

ckz
k
. (49)

Na
h dem Satz von Cayley-Hamilton ist PA(A) = 0 und damit

An = c01 + c1A + · · · + cn−1A
n−1

, (50)

d. h. jede Potenz von A läÿt si
h als Linearkombination der A0 = 1,A, . . . ,An−1
dar-

stellen:

Ak =
n−1∑

j=0

βkjA
j
, k = 0, 1, . . . . (51)

Somit kann eAt zu einem Polynom in A mit analytis
hen Koef�zienten in t umgeformt
werden:

eAt =
∞∑

k=0

Aktk

k!
=

∞∑

k=0

tk

k!





n−1∑

j=0

βkjA
j





=
n−1∑

j=0

[
∞∑

k=0

βkj
tk

k!

]

Aj (52)

=
n−1∑

j=0

αj(t)A
j
.

Die Koef�zienten βkj, die die analytis
hen Koef�zienten gemäÿ αj(t) =
∑

k βkjt
k/k!

bilden, lassen si
h wie folgt rekursiv bere
hnen:

βkj =







δkj (k < n)
cj (k = n)
c0βk−1,n−1 (k > n, j = 0)
cjβk−1,n−1 + βk−1,j−1 (k > n, j > 0).

(53)

Bei der Rekursion der Koef�zienten können Rundungsfehler das Ergebnis stark beein-

�ussen [13℄. Im skalaren Fall (1 × 1-Matrix) reduziert si
h der analytis
he Koef�zient

zu einer Taylorreihe, und die dort (2.1.1) bespro
henen Fehlerquellen kommen au
h

hier zum Tragen.
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Ein weiterer Na
hteil ist die Tatsa
he, daÿ das 
harakteristis
he Polynom der Matrix

bekannt sein muÿ. Die Bere
hnung von PA(z) (beispielsweise über die Eigenwerte von
A) ist sehr re
henintensiv und wiederum anfällig gegenüber Rundungsfehlern.

In [13℄ sind weitere Verfahren bes
hrieben, denen eine andere Basis des von den Matri-

zen A0,A1, . . .An−1
aufgespannten Unterraums zugrundeliegt. Die Na
hteile entspre-


hen den oben genannten.

2.1.3 Ts
hebys
he�-Approximation

Eine polynomiale Entwi
klung, die weniger re
henintensiv ist und darüberhinaus eine

höhere Re
hengenauigkeit aufweist [16℄, ist die Approximation der Exponentialfunkti-

on dur
h Ts
hebys
he�-Polynome.

Es zeigt si
h, daÿ si
h die Bere
hnung von e− i A
auf die Approximation der skalaren

Funktion e− i z
zurü
kführen läÿt [16℄, wobei z ∈ σ(A) ist. Der Berei
h, in dem die z

liegen, läÿt si
h dur
h eine Kreiss
heibe um einen Mittelwert z̄ mit dem Radius ∆z
darstellen (siehe au
h Abbildung 1):

z = z̄ + x∆z, wobei z ∈ σ(A) und |x| ≤ 1. (54)

✉ ✲✛✁
✁
✁
✁✁✕
s

z̄ ∆z

z

Abbildung 1: Zur Zerlegung von z = z̄ + x∆z.

In unserem speziellen Fall ist wegen A = H∆t und der Hermitizität von H z reell; somit
ist au
h x reell:

x ∈ [−1, 1], (55)

d. h. x läÿt si
h in der Form

x = cos(θ) (56)

s
hreiben.

Aus Glei
hung (54) folgt für e− i z
:

e− i z = e− i z̄e− ix∆z
. (57)
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Mit [17, Gln. (9.1.44) und (9.1.45)℄ läÿt si
h e± ix∆z
s
hreiben als

e± ix∆z = J0(∆z) + 2
∞∑

n=1

(± i )nJn(∆z)Tn(x). (58)

Die Ts
hebys
he�-Polynome Tn sind dabei de�niert als

Tn(cos θ) = cosnθ. (59)

Glei
hbedeutend damit ist die De�nition [12, S. 782,Gl. (19.183a)℄

Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ [−1, 1] (60)

Somit folgt für e− i z
:

e− i z = e− i z̄e− ix∆z

= e− i z̄

(

J0(∆z) + 2
∞∑

n=1

(− i )nJn(∆z)Tn(x)

)

= e− i z̄
∞∑

n=0

(− i )nCnJn(∆z)Tn(x) (61)

mit den Normierungsfaktoren

Cn =

{

1 für n = 0
2 sonst.

(62)

und den Besselfunktionen Jn, siehe (40).
Für die Ts
hebys
he�polynome gilt folgende Rekursionsformel [12, S. 782, Gl. (19.186)℄:

T0(x) = 1, T1(x) = x

Tn+1(x) = 2x · Tn(x) − Tn−1(x) (n ≥ 1).
(63)

Die Entwi
klung (61) läÿt si
h nun approximieren, indem man na
h einer endli
hen

Zahl N von Summanden die Summation abbri
ht:

e− i z ≈
N∑

n=0

anTn(x). (64)

Die De�nition der Entwi
klungskoef�zienten folgt hierbei aus (61):

an = e− i z̄(− i )nCnJn(∆z) (65)

Hier wird au
h ein groÿer Vorteil dieser Methode si
htbar: die Besselfunktion Jn(∆z)
geht für n > ∆z exponentiell gegen Null. Das bedeutet, daÿ nur wenige Terme oberhalb
n = ∆z berü
ksi
htigt werden müssen, um Konvergenz zu errei
hen [7℄.
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Für die konkrete Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion exp(− i H∆t) ist eine Ab-
s
hätzung für den Betrag des gröÿten und des kleinsten Eigenwerts von H notwendig

3

.

Erhält man die Matrixdarstellung von Ĥ dur
h Einführung eines Raumgitters (siehe

au
h 1.3.2), so kann der Berei
h der Eigenwerte von H über die Extremalwerte der

kinetis
hen und der potentiellen Energie näherungsweise bestimmt werden [16℄:

Der maximale Impuls pmax, der auf einem Gitter dargestellt werden kann, ist mit dem

Gitterabstand ∆x verknüpft über

pmax =
π

∆x
. (66)

Daraus folgt ein Wert für die maximale kinetis
he Energie

Tmax =
p2

max

2m
=

π2

2m∆x2
. (67)

Sind Vmin und Vmax die minimalen bzw. maximalen Werte der potentiellen Energie auf

dem Gitter, so liegen die Eigenwerte von H in dem Berei
h

σ(H) ⊂
[

Vmin, Vmax +
π2

2m∆x2

]

. (68)

Aus den endli
hen Abmessungen des Raumgitters resultiert ein minimaler Wert der

kinetis
hen Energie, die sog. Nullpunktsenergie, die in obiger Abs
hätzung ni
ht be-

rü
ksi
htigt wurde. Somit ist das betra
htete Intervall etwas gröÿer als der tatsä
hli
he

Spektralberei
h von H.

Folgli
h kann der Hamiltonoperator renormiert werden, sodaÿ

σ
(

Ĥnorm

)

⊂ [−1, 1] (69)

gilt. Mit den Abkürzungen

∆E =
1

2

(

π2

2m∆x2
+ Vmax − Vmin

)

(70)

Ē =
1

2

(

π2

2m∆x2
+ Vmax + Vmin

)

(71)

für den Berei
h ∆E und den Mittelwert Ē der Energieeigenwerte folgt

Ĥnorm =
Ĥ − 1̂Ē

∆E
(72)

für den renormierten Hamiltonoperator. Aus

H = 1Ē + Hnorm∆E (73)

3

Bei anderen physikalis
hen Problemstellungen wäre z. B. au
h eine Abs
hätzung über die

Gers
hgorin-Kreise mögli
h (siehe dazu au
h [18, Kap. 2.3℄)
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folgt

e− i H∆t = e− i Ē∆te− i Hnorm∆E∆t
(74)

in der Matrixs
hreibweise. Ein Verglei
h mit (57) liefert die Substitutionen

z → H∆t, (75)

z̄ → Ē∆t, (76)

∆z → ∆E∆t, (77)

x → Hnorm. (78)

Eingesetzt in (64) ergibt si
h hieraus eine Näherung der Matrixexponentialfunktion

4

:

e− i H∆t ≈
N∑

n=0

anTn(Hnorm). (79)

mit den Entwi
klungskoef�zienten aus (65) und den Ersetzungen (75)-(78).

Die Genauigkeit dieses Verfahrens wird nur dur
h das Verhältnis von N und ∆E∆t
bestimmt, sodaÿ die S
hrittweite ∆t prinzipiell keinen Bes
hränkungen unterliegt und

beliebig gewählt werden kann, wenn N genügend groÿ ist.

2.2 Rationale Approximationen

2.2.1 Motivation

In 2.1.1 wurde die Matrixexponentialfunktion dur
h

e− i H∆t = 1 − i H∆t+O(∆t2) (80)

approximiert. Wie dort bereits angemerkt, ist diese Näherung ni
ht unitär. Besser ist

die Approximation der Form

e− iH∆t =
1 − i H(∆t/2)

1 + i H(∆t/2)
+O(∆t3), (81)

die unitär und von höherer Ordnung in ∆t ist. Glei
hung (81) läÿt si
h für einen

zeitabhängigen Hamiltonoperator der Form H = T + V(t) no
h zu

U(∆t) =
1 − i H · (∆t/2) − i V̇ · (∆t2/4)

1 + i H · (∆t/2) + i V̇ · (∆t2/4)
+O(∆t3) (82)

4

Die Ts
hebys
he�-Entwi
klung kann au
h für Matrixexponentialfunktionen mit reellem Argument

verwendet werden, z. B. für die Bere
hnung von e−βH
in Gl. (5). Dies läÿt si
h analog zu obigen Über-

legungen auf e−x∆z
zurü
kführen. Au
h hier kann na
h [17, Gl. (9.6.34)℄ eine Entwi
klung der Form

(61) angesetzt werden, wenn die Besselfunktionen Jk dur
h die Besselfunktionen mit rein imaginären

Variablen Ik ersetzt werden. Diese sind mit den Jk verknüpft über [12, S. 399, Gl. (9.53a)℄

Ik(x) = i−kJk( ix).
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verallgemeinern [19℄.

Man sieht, daÿ diese Verfahren umso genauer sind, je kleiner die Zeits
hritte ∆t ge-
wählt werden. Dies führt aber zu einem sehr groÿen Re
henaufwand, da für jeden

Zeits
hritt u. U. sehr groÿe Matrizen zu invertieren sind. Ist man also ni
ht an einer

hohen zeitli
hen Auflösung interessiert, sind Verfahren günstiger, deren Genauigkeit

unabhängig von ∆t gewählt werden kann. Ein derartiges Verfahren liefert die Padé-

Approximation.

2.2.2 Padé-Approximationen

Das Padé-Verfahren beruht auf der Näherung der Exponentialfunktion dur
h eine

rationale Funktion.

Es gilt der Zusammenhang [20℄

e− i H∆t = [L/M ](− iH∆t) +O(∆tL+M+1). (83)

Die Padé-Approximante [L/M ](z) ist de�niert dur
h zwei Polynome p(z) und q(z)
vom Grad deg p = L bzw. deg q = M :

[L/M ](z) =
p(z)

q(−z) , (84)

wobei p(z) und q(z) dur
h [13℄

p(z) =
L∑

j=0

(L+M − j)!L!

(L+M)! j! (L− j)!
zj (85)

q(z) =
M∑

j=0

(L+M − j)!M !

(L+M)! j! (M − j)!
zj (86)

gegeben sind.

Man sieht aus (83), daÿ der Fehler in ∆t die Ordnung L+M+1 besitzt, und demzufolge
die S
hrittweite ∆t s
hon bei kleinen Werten für L undM relativ groÿ gewählt werden

kann, vergli
hen mit anderen Verfahren.

Der Na
hteil dieses Verfahrens ist, daÿ zur Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion

die Matrix q(+ i H∆t) zu invertieren ist, was sehr re
henintensiv ist und auÿerdem die

Genauigkeit dur
h Rundungsfehler stark eins
hränken kann. Besonders in der Nähe

von Nullstellen des Nennerpolynoms q(z) können kleine Abwei
hungen, dividiert dur
h
no
h kleinere Werte des Nenners, zu extremen Fehlern führen.

In [13℄ wird die Padé-Approximation für Matrizen A empfohlen, deren Norm ||A||
(siehe (41)) ni
ht zu groÿ ist. Eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens könnte

au
h hier dur
h geeignete Skalierung (Glei
hung (47), siehe au
h [14℄) errei
ht werden.

[13℄ und [14℄ verwenden die diagonale Padé-Approximation mit L = M , da bei etwa

glei
hem Re
henaufwand (L−1 Matrixmultiplikationen) die [L/L]-Approximation die
geringsten Rundungsfehler und gröÿtmögli
he Stabilität aufweist.
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In diesem Fall ist wegen L = M au
h

p(z) = q(z) =
L∑

j=0

(2L− j)!L!

(2L)! j! (L− j)!
zj (87)

und die Padé-Approximante gegeben dur
h

[L/L](z) = [p(−z)]−1p(z). (88)

Glei
hung (81) stellt übrigens die diagonale Padé-Approximante mit L = 1 dar:

e− i H∆t = [1/1](− iH∆t) +O(∆t3) =
1 − i H(∆t/2)

1 + i H(∆t/2)
+O(∆t3). (89)

Eine Erweiterung des Padé-Verfahrens wird in [21℄ vorges
hlagen:

Man fügt zur [L/L](A)-Approximation den Term

cA2L+1

p(−A)2
= cA2L+1 + cA2L+2 +O(A2L+3) (90)

hinzu. Ein Verglei
h mit der Taylorentwi
klung zeigt, daÿ die Approximation (90) die

Ordnung 2L+ 2 besitzt, wenn

c =
(−1)L(L!)2

(2L+ 1)! (2L)!
(91)

gewählt wird. Der Vorteil hierbei ist, daÿ die erzielte Genauigkeit der [L + 1/L + 1]-
Approximation entspri
ht, obwohl der Re
henaufwand geringer ist als bei der direkten

Bere
hnung dieser Approximation na
h Gl. (88) .

2.3 Matrixextrapolationsverfahren

Ein weiterer Zugang zur Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion bietet si
h dur
h

die Verwendung von Extrapolationsverfahren, zu denen strenggenommen au
h das im

vorigen Abs
hnitt vorgestellte Padé-Verfahren zählt. Dies wird in Abs
hnitt 2.3.1 deut-

li
h.

Ausgangspunkt der folgenden Überlegungen ist die Taylorapproximation der Matrix-

exponentialfunktion in der Form

pN(A) =
N∑

k=0

Ak

k!
. (92)

(siehe (45), Kap. 2.1.1).

De�niert man nun

SN := pN (A), (93)

so erhält man für wa
hsenden Approximationsgrad N eine Folge von Matrizen

S0, S1, S2, . . . , (94)
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die gegen S∞ = exp(A) konvergiert. Zum Konvergenzverhalten der Taylorreihe siehe

au
h Kapitel 2.1.1.

Um eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens zu erhalten, bietet si
h eine Folgen-

transformation an, die die Folge (94) in eine transformierte Folge

S̃0, S̃1, S̃2 . . . (95)

überführt. Konvergiert (95) s
hneller als (94), war die Transformation erfolgrei
h [22℄.

Im folgenden werden einige Transformations-Algorithmen vorgestellt.

2.3.1 ǫ-Algorithmus und verwandte Verfahren

Der ǫ-Algorithmus ist dur
h das Rekursionss
hema

ǫ
(n)
−1 = 0, ǫ

(n)
0 = sn,

ǫ
(n)
k+1 = ǫ

(n+1)
k−1 +

1

ǫ
(n+1)
k − ǫ

(n)
k

(96)

de�niert [23℄. Die sn bilden die skalare Ausgangsreihe. Dabei sind die ǫ
(n)
k mit ungera-

dem k nur Hilfsgröÿen, während die mit geradem k die transformierte Folge darstellen.
Dieser Algorithmus kann direkt in ein Verfahren für quadratis
he Matrizen übersetzt

werden gemäÿ

ǫ
(n)
−1 = 0, ǫ

(n)
0 = Sn,

ǫ
(n)
k+1 = ǫ

(n+1)
k−1 +

[

ǫ
(n+1)
k − ǫ

(n)
k

]−1
.

(97)

Man sieht, daÿ in jedem Iterationss
hritt Matrixinverse zu bere
hnen sind, was die

Anwendung dieses Verfahrens hauptsä
hli
h auf kleine Matrizen eins
hränkt.

Zu bea
hten ist, daÿ der ǫ-Algorithmus die obere Hälfte der Padé-Tafel bere
hnet. Es
gilt der Zusammenhang [23, 24℄

ǫ
(n)
2k = [n+ k/k]f (z), k ≥ 0, n ≥ 0, (98)

wenn für die sn die Partialsummen

fn(z) =
n∑

k=0

ckz
k

(99)

der Potenzreihenentwi
klung von f(z) eingesetzt werden.
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2.3.2 Levin-artige Verfahren

Der Prototyp aller Levin-artigen Transformationen ist die Levin-Transformation [25℄:

L(n)
k (β, sn, ωn) =

k∑

j=0
(−1)j

(

k

j

)

(β + n+ j)k−1

(β + n+ k)k−1

sn+j

ωn+j

k∑

j=0
(−1)j

(

k

j

)

(β + n+ j)k−1

(β + n+ k)k−1

1

ωn+j

(100)

β ist hierbei eine Konstante, die ωn sind sogenannte Restabs
hätzungen, d. h. Gröÿen,

die die Beziehung

lim
n→∞

s− sn
ωn

= c, 0 < |c| <∞ (101)

zumindest näherungsweise erfüllen [22℄. s bezei
hnet den Limes der Folge {sn}. Man

hat also eine Folgentransformation der Form

{s0, s1, . . . , sk} −→
{

L(0)
0 ,L(0)

1 , . . . ,L(0)
k

}

. (102)

In der Praxis sind folgende Restabs
hätzungen und Bezei
hnungen übli
h:

t-Variante: tωn = ∆sn−1 (103)

t̃-Variante: t̃ωn = ∆sn (104)

u-Variante: uωn = (n+ β)∆sn−1 (105)

v-Variante: vωn = −∆sn∆sn−1/∆
2sn−1 (106)

Der Differenzenoperator ∆ wirkt hier gemäÿ De�nition (36) bzw. (38). Obige Bezie-

hungen lassen si
h ebenso für Matrizen und � abgesehen von der v-Variante na
h (106)
� au
h für Vektoren verwenden.

Sind die sn als Partialsummen einer Potenzreihe in z darstellbar, also von der Form

sn =
n∑

j=0

ajz
j

(107)

mit Koef�zienten aj, so ergibt si
h für die Restabs
hätzung im Falle der t-Variante:

ωn = anz
n. (108)

Setzt man (107) und (108) in (100) ein, erhält man

L(n)
k (β, sn, ωn) =

k∑

j=0
(−1)j

(

k

j

)

(β + n+ j)k−1

(β + n+ k)k−1

Pn+j(z)

an+jzn+j

k∑

j=0
(−1)j

(

k

j

)

(β + n+ j)k−1

(β + n+ k)k−1

1

an+jzn+j

. (109)

Werden Zähler und Nenner mit zn+k
dur
hmultipliziert, erhält man jeweils einen po-

lynomialen Ausdru
k in z, insgesamt ist L(n)
k (β, sn, ωn) also eine rationale Funktion in

z und damit mit den in Abs
hnitt 2.2 vorgestellten Verfahren verwandt.
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Au
h die skalare Levin-Transformation läÿt si
h auf Matrizen übertragen. Die Sn sind

wegen (93) von der Form (107), also Polynome vom Grad n mit dem Argument A

und können daher in (109) eingesetzt werden. Für A = − i H∆t resultiert daraus eine
rationale Approximation des Zeitentwi
klungsoperators.

Aus (100) folgt die Matrix-Levin-Transformation

5

L(n)
k (β, Sn, ωn) =

k∑

j=0
(−1)j

(

k

j

)

(β + n+ j)k−1

(β + n+ k)k−1
Sn+j ω

−1
n+j

k∑

j=0
(−1)j

(

k

j

)

(β + n+ j)k−1

(β + n+ k)k−1
ω−1
n+j

. (110)

Dur
h die bereits erwähnte Erweiterung von Zähler und Nenner mit zn+k
bei festge-

legtem n und k kann die Invertierung der ωn+j umgangen werden, sodaÿ insgesamt

nur eine Matrixinversion zur Bere
hnung von L(n)
k (β, sn, ωn) notwendig wird.

2.4 Vektorextrapolationsverfahren

Prinzipiell kann man jede (D ×D)-Matrix A dur
h Umsortieren der Matrixelemente

in einen D2
-dimensionalen Vektor

~A überführen:

A =












a11 · · · a1D

.

.

.

.

.

.

.

.

.

aD1 · · · aDD












−→ ~A =





















a11
.

.

.

aD1
.

.

.

.

.

.

a1D
.

.

.

aDD





















. (111)

Wendet man (111) auf die Matrizen der Folge (94) der Taylormatrizen an, so erhält

man eine Folge von Vektoren

~S0, ~S1, . . . , (112)

auf die man Vektorextrapolationsverfahren anwenden kann, um den Vektor

~S∞ zu

bestimmen, aus dem man s
hlieÿli
h die Matrix S∞ = exp(A) dur
h Umordnung der

Elemente in Umkehrung zu (111) erhält.

Da für Vektoren ~v 6= 0 kein Inverses existiert, können skalare Algorithmen ni
ht oh-

ne weiteres auf Vektoren übertragen werden. Immerhin ist es jedo
h mögli
h, Pseu-

doinverse zu de�nieren, um dieses Problem zu umgehen und skalare Methoden auf

Vektorverfahren zu erweitern.

5

Wenn Sn+j und ωn+j ni
ht vertaus
hen, existieren zwei vers
hiedene Transformationen, je na
h-

dem, ob im Zähler Sn+j ω−1
n+j oder ω−1

n+j Sn+j gesetzt wird. Mit der vorliegenden speziellen Wahl von

Sn und ωn sind beide Transformationen jedo
h identis
h.
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Eine mögli
he De�nition des Pseudoinversen ist dur
h

~v − :=
~v

(~v,~v)
(113)

mit dem Skalarprodukt

(~a,~b) = (~a∗)T ~b = ~a†~b (114)

gegeben.

Einige Vektorextrapolationsverfahren werden im folgenden erklärt.

2.4.1 ǫ-Algorithmen

Mit der De�nition (113) kann der ǫ-Algorithmus (96) aus Abs
hnitt 2.3.1 direkt in

einen vektoriellen ǫ-Algorithmus übersetzt werden [26, Kap. 4.1℄:

~ǫ
(n)
−1 = 0, ~ǫ

(n)
0 = ~Sn,

~ǫ
(n)
k+1 = ~ǫ

(n+1)
k−1 +

[

~ǫ
(n+1)
k − ~ǫ

(n)
k

]−
.

(115)

Dur
h die Verwendung des Pseudoinversen ist dieser Algorithmus au
h für gröÿere

Matrizen geeignet, vgl. Kap. 2.3.1.

Eine andere Variation des ǫ-Algorithmus stellt der topologis
he ǫ-Algorithmus dar [26,
Kap. 4.2℄. Davon existieren zwei Varianten: der erste topologis
he ǫ-Algorithmus in der
Form

~ǫ
(n)
−1 = 0, ~ǫ

(n)
0 = ~Sn,

~ǫ
(n)
2k+1 = ~ǫ

(n+1)
2k−1 +

~y

~y T (~ǫ
(n+1)
2k − ~ǫ

(n)
2k )

,

~ǫ
(n)
2k+2 = ~ǫ

(n+1)
2k +

~ǫ
(n+1)
2k − ~ǫ

(n)
2k

(~ǫ
(n+1)
2k+1 − ~ǫ

(n)
2k+1)

T (~ǫ
(n+1)
2k − ~ǫ

(n)
2k )

,

(116)

sowie der zweite topologis
he ǫ-Algorithmus, der si
h vom ersten nur dur
h die Rekur-

sionsvors
hrift für gerade untere Indizes unters
heidet. Man erhält ihn, indem man die

letzte Zeile von Gl. (116) dur
h

~ǫ
(n)
2k+2 = ~ǫ

(n+1)
2k +

~ǫ
(n+2)
2k − ~ǫ

(n+1)
2k

(~ǫ
(n+1)
2k+1 − ~ǫ

(n)
2k+1)

T (~ǫ
(n+2)
2k − ~ǫ

(n+1)
2k )

. (117)

ersetzt.

Der Vektor ~y 6= 0 in (116) ist hierbei beliebig, aber fest gewählt. Au
h bei den Al-

gorithmen (115), (116) und (117) sind die Gröÿen ~ǫ
(n)
2k+1, also mit ungeradem unteren

Index, nur Hilfsgröÿen.
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2.4.2 Projektionsmethoden

Eine groÿe Klasse von Vektorextrapolationsverfahren stellen die Projektionsmethoden

dar. Diese Bezei
hnung rührt daher, daÿ versu
ht wird, die Abwei
hungen einer Vek-

torfolge vom Grenzwert aus dieser Folge herauszuprojizieren, um so das Konvergenz-

verhalten zu bes
hleunigen.

Die ǫ-Algorithmen, die bereits in Abs
hnitt 2.4.1 behandelt wurden, bilden eine wi
h-

tige Gruppe von Projektionsalgorithmen. Die zweite groÿe Gruppe beinhaltet die poly-

nomialen Verfahren. Hierzu gehören das minimal polynomial extrapolation-Verfahren

(MPE) [27℄, das modi�zierte MPE-Verfahren (modi�ed minimal polynomial extrapola-

tion method, MMPE) [28℄ sowie die redu
ed rank extrapolation-Methode [29, 30℄.

Diese Verfahren lassen si
h in einer Formel zusammenfassend darstellen: Die Vektoren

der Folge seien mit

~Sn bezei
hnet. Ihre Dimension seiD. ∆
j
n,k ist die (D×k)-Matrix mit

den ∆j~Sn, . . . ,∆
j~Sn+k−1 als Spaltenvektoren

6

. Aus einer gegebenen Hilfsfolge von D-

dimensionalen Vektoren ~y
(n)
k , die frei bestimmbar sind, bildet man die (D×k)-Matrix

Yn,k mit den Vektoren ~y
(n)
1 , . . . , ~y

(n)
k .

Nun wird eine Transformation {~Sn} → {~Tn,k} de�niert dur
h [26℄:

~Tn,k = ~Sn − ∆1
n,k

(

Y
†
n,k∆

2
n,k

)−1
Y

†
n,k∆

~Sn (118)

Für ~y
(n)
j = ∆~Sn+j+1 erhält man das MPE-Verfahren. Setzt man ~y

(n)
j = ~yj mit festen

Vektoren ~yj, so hat man das MMPE-Verfahren und für ~y
(n)
j = ∆2~Sn+j+1 die RRE-

Methode.

2.4.3 Vektor-J -Transformation
Die Vektor-J -Transformation ist gegeben dur
h [22℄

~s (0)
n = ~Sn, ~ω (0)

n = ~ωn,

~s (k+1)
n = ~s

(k)
n+1 −

[

∆~ω (k)
n

]†
∆~s (k)

n
[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1,

~ω (k+1)
n = r

(k)
n+1~ω

(k)
n+1 −

[

∆~ω (k)
n

]†
∆
[

r(k)n ~ω (k)
n

]

[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1,

V
~J (k)
n

(

{~Sn}, {~ωn}, {r(k)n }
)

= ~s (k)
n

(119)

mit quadratis
hen Matrizen r(k)n (man bea
hte die vertaus
hte Anordnung der Indizes

n und k). Statt der r(k)n können au
h Vektoren ~u (k)
n = r(k)n ~ω (k)

n vorgegeben werden, was

6

Zur De�nition der Differenzenoperatoren ∆j
siehe (36) und (37).
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den Spei
herbedarf reduziert und auf folgenden Algorithmus führt:

~s (0)
n = ~Sn, ~ω (0)

n = ~ωn,

~s (k+1)
n = ~s

(k)
n+1 −

[

∆~ω (k)
n

]†
∆~s (k)

n
[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1,

~ω (k+1)
n = ~u

(k)
n+1 −

[

∆~ω (k)
n

]†
∆~u (k)

n
[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1,

V
~J (k)
n

(

{~Sn}, {~ωn}, {r(k)n }
)

= ~s (k)
n .

(120)

Setzt man die Matrizen r(k)n als Vielfa
he der Einheitsmatrix 1, also r(k)n = r(k)
n 1, so

folgt ~u (k)
n = r(k)

n ~ω (k)
n und damit

~s (0)
n = ~Sn, ~ω (0)

n = ~ωn,

~s (k+1)
n = ~s

(k)
n+1 −

[

∆~ω (k)
n

]†
∆~s (k)

n
[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1,

~ω (k+1)
n = −

[

∆~ω (k)
n

]†
~ω (k)
n

[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1∆r

(k)
n ,

V
~J (k)
n

(

{~Sn}, {~ωn}, {r(k)
n 1}

)

= ~s (k)
n .

(121)

Ähnli
h wie beim ǫ-Algorithmus existiert au
h bei der J -Transformation eine topologi-

s
he Variante, die topologis
he J -Transformation. Man erhält sie aus den Rekursionen

(119)-(121), indem man jeweils [∆~ω (k)
n ]† dur
h [~y (k)

n ]T ersetzt. Die Vektoren ~y (k)
n 6= 0

sind wieder frei wählbar.

Für die Wahl der Restabs
hätzungen ~ωn gelten die Anmerkungen in Abs
hnitt 2.3.2.

Au
h im Falle der J -Transformation sind gängige Restabs
hätzungen dur
h Gln. (103)-

(106) gegeben.

2.5 Weitere Verfahren

2.5.1 Diagonalisierung

Das naheliegendste Verfahren zur Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion stellt

die Diagonalisierung dar. Gesu
ht wird also eine Matrix X, die A auf Diagonalgestalt
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bringt, d. h. die

D = X−1 A X, D =









d0 0
d1

.

.

.

0 dD









(122)

erfüllt. Glei
hbedeutend mit der Bestimmung von X ist die Bere
hnung aller Eigen-

werte von A, die ja die Einträge d1, d2, . . . , dD in der Hauptdiagonalen von D bilden.

Ist D bekannt, kann die Matrixexponentialfunktion bere
hnet werden:

eA = X eD X−1 = X









ed0 0
ed1

.

.

.

0 edD









X−1
. (123)

Dieses Verfahren ist sehr re
henintensiv, da X bere
hnet und invertiert werden muÿ und

auÿerdem sehr anfällig gegenüber Rundungsfehlern, da Fehler in den dj (j = 0, . . . , D)
bei der Bere
hnung von edj

exponentiell anwa
hsen.

2.5.2 Programme zur Lösung von Differentialglei
hungen

In [13℄ wird darauf hingewiesen, daÿ bereits bestehende Computerprogramme zur Lö-

sung von Differentialglei
hungen au
h zur Bere
hnung von exp(At) eingesetzt werden
können.

Diese Programme sind im allgemeinen darauf ausgelegt, ein System der Form

ẋ = f(x, t), x(0) = x0 (124)

zu lösen. Wählt man f(x, t) = Ax, so erhält man die k-te Spalte von exp(At), wenn
als Randbedingung x0 glei
h der k-ten Spalte der Einheitsmatrix gesetzt wird.

Für gröÿere Matrizen ist diese Methode sehr ineffektiv, da diese Programme die ex-

plizite Zeitunabhängigkeit der auftretenden Koef�zienten in A i. a. ni
ht ausnutzen

[13℄.

2.5.3 Cau
hys
he Integralformel

Für Funktionen f(z), die auf einer ges
hlossenen Kurve K und in dem von ihr um-

s
hlossenen Gebiet analytis
h sind, gilt der Cau
hys
he Integralsatz :

f(z) =
1

2π i

∮

(K)

f(ξ)

ξ − z
dξ, (125)

wenn z in diesem Gebiet liegt [12℄. ξ dur
hläuft dabei die Kurve K im Gegenuhrzeiger-

sinn. Dies kann zur Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion herangezogen werden.
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Setzt man für die Funktion f(z) die Exponentialfunktion mit dem Argument A ein,

so erhält man

eA =
1

2π i

∮

(Kσ(A))

eξ

ξ1 − A
dξ. (126)

Die Kurve Kσ(A) s
hlieÿt dabei das gesamte Spektrum der Eigenwerte von A ein.

Au
h hier muÿ also der Berei
h, in dem die Eigenwerte liegen, bekannt sein bzw.

abges
hätzt werden (vgl. hierzu Kap. 2.1.3). Darüberhinaus muÿ die Matrix ξ1 −
A für alle ξ invertiert werden, was insbesondere bei sehr groÿen Matrizen zu einem

erhebli
hen Re
henaufwand führt. Falls man das Integral numeris
h auswertet, wobei

der Integrand an endli
h vielen Stellen ξn, n = 1, . . . , N zur Bere
hnung herangezogen

wird, müssen N Matrixinversionen dur
hgeführt werden.
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3 Verfahren zur Propagation von Wellenpaketen

Ist man nur am Endzustand ψ(t) interessiert, kann die explizite Bere
hnung der Ma-

trix exp(− i H t) umgangen werden. Die im folgenden dargestellten Verfahren stellen

gröÿtenteils Modi�kationen der im Abs
hnitt 2 vorgestellten Methoden dar, sodaÿ

auf eine Wiederholung der Herleitungen verzi
htet und nur die Unters
hiede zu den

Matrizenverfahren herausgearbeitet wurden.

Eine Ausnahme bildet das split operator -Verfahren, das zwar eine Umformung der Ma-

trixexponentialfunktion beinhaltet, aber dur
h seine Verbindung mit s
hneller Fourier-

Transformation eher zu den Propagationsverfahren zu zählen ist. Eine Bes
hreibung

erfolgt in Abs
hnitt 3.4.

3.1 Polynomiale Approximationen

3.1.1 Taylor-Reihe

Ausgangspunkt ist die Taylorentwi
klung der Matrixexponentialfunktion na
h Glei-


hung (45) (vgl. Kap. 2.1.1) mit − i H t als Matrixargument, angewandt auf die Wel-

lenfunktion zum Zeitpunkt t0 = 0:

ψ(t) = e− i H tψ(0) ≈ pN(− i H t)ψ(0). (127)

Dur
hläuft der Approximationsgrad N die Werte n = 0, 1, . . . ,∞, so erhält man mit

ψn := pn(− i H t)ψ(0) =
n∑

j=0

1

j!
(− i H t)jψ(0) (128)

eine Folge von Vektoren ψ0, ψ1, . . ., die für n→ ∞ gegen ψ(t) strebt.
Diese Vektorfolge kann rekursiv bere
hnet werden: aus der De�nition (128) folgt für

den Vektor ψn+1 die Glei
hung

ψn+1 =
n+1∑

j=0

1

j!
(− i H t)jψ(0) = ψn +

1

(n+ 1)!
(− i H t)n+1ψ(0)

= ψn −
i H t

n+ 1
∆ψn−1, (129)

wobei ∆ψn−1 na
h Glei
hung (36) de�niert wurde als

∆ψn−1 := ψn − ψn−1 =
1

n!
(− i H t)nψ(0). (130)

Zusammenfassend gilt also die Rekursion

ψ0 = ψ(0), ψ1 = (− i H t)ψ(0)

ψn+1 = ψn − i H t
n+ 1∆ψn−1 (n ≥ 1).

(131)
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In der Praxis kann die Folge von Vektoren so lange bere
hnet werden, bis im Rahmen

der gewüns
hten oder errei
hbaren Genauigkeit ψn+1 = ψn gilt. Der Vorteil dieses

Verfahrens liegt im verringerten Re
henaufwand gegenüber der Taylorentwi
klung na
h

Kap. 2.1.1, da keine Matrixmultiplikationen dur
hzuführen sind und nur die Matrix

( i H t) abgespei
hert sein muÿ.

3.1.2 Cayley-Hamilton-Verfahren

Au
h hier lassen si
h Re
henaufwand und Spei
herbedarf erhebli
h reduzieren, wenn

man die Matrizen A0,A1, . . .An−1
(siehe Kap. 2.1.2) jeweils mit dem Zustandsvektor

ψ(0) multipliziert. Man erhält dann eine Folge von Zustandsvektoren ψ0 = ψ(0), ψ1 =
Aψ0, . . . , ψn−1 = Aψn−2, die in die Entwi
klung (52) eingesetzt werden können. Daraus

ergibt si
h

eAtψ(0) =
n−1∑

j=0

αj(t)ψj, A = − i H. (132)

Zur De�nition der αj(t) siehe Kap. 2.1.2.

3.1.3 Ts
hebys
he�-Methode

Wie bereits in Kap. 2.1.3 hergeleitet, läÿt si
h die Matrixexponentialfunktion na
h den

Ts
hebys
he�-Polynomen Tn entwi
keln:

e− i H t =
∞∑

n=0

anTn(Hnorm). (133)

Die Gröÿen an und Hnorm sind in (65) bzw. (72) de�niert.

Angewandt auf die Wellenfunktion ergibt si
h hieraus

ψ(t) = e− i H tψ(0) =
∞∑

n=0

anTn(Hnorm)ψ(0) (134)

=
∞∑

n=0

anψn (135)

mit der Substitution

ψn = Tn(Hnorm)ψ(0). (136)

Zur rekursiven Bere
hnung der ψn kann Glei
hung (63) verwendet werden; aus ihr folgt

ψ0 = ψ(0), ψ1 = Hnormψ(0)

ψn+1 = 2Hnormψn − ψn−1 (n ≥ 1).
(137)
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3.2 Extrapolationsverfahren mit Matrixinversion

Grundsätzli
h lassen si
h die in den Abs
hnitten 2.2 und 2.3 bes
hriebenen Verfah-

ren au
h zur Propagation des Zustandsvektors verwenden, indem man die aus ihnen

erhaltenen Näherungen direkt auf den Zustandsvektor anwendet. Das Padé-Verfahren

na
h Kap. 2.2.2 wird hier dur
h seine Verbindung mit dem ǫ-Algorithmus (siehe au
h
die Ausführungen unter Kap. 2.3.1) als Extrapolationsmethode behandelt.

Na
hdem aber ein s
hwerwiegender Na
hteil dieser Verfahren � nämli
h die Dur
hfüh-

rung einer oder mehrerer Matrixinversionen pro Extrapolationss
hritt � au
h dur
h

den Übergang auf den Zustandsvektor ni
ht beseitigt wird, sind diese allenfalls von

theoretis
hem Interesse und sollen hier deshalb ni
ht weiter verfolgt werden.

3.3 Extrapolationsverfahren ohne Matrixinversion

Der erhebli
he Re
henaufwand, den eine Matrixinversion mit si
h bringt, wird dur
h

die Verwendung der im folgenden bes
hriebenen Methoden umgangen. Die Anwendung

von Vektorextrapolationsmethoden auf eine Folge von Zustandsvektoren ist aber no
h

aus anderer Si
ht interessant:

Dur
h die Umformung einer (D × D)-Matrix zu einem Vektor na
h (111) erzeugt

einen D2
-dimensionalen Spaltenvektor. Der Zustandsvektor zu einem Problem mit

einer (D × D)-Hamiltonmatrix besitzt aber nur die Dimension D, somit verringert
si
h der Re
henaufwand im Verglei
h zu den in Kap. 2.4 vorgestellten Methoden ganz

erhebli
h.

3.3.1 ǫ-Algorithmen

Der Vektor-ǫ-Algorithmus na
h (115) kann direkt auf die Folge ψ0, ψ1, . . . der Wellen-

funktionen, de�niert dur
h (128), angewandt werden:

~ǫ
(n)
−1 = 0, ~ǫ

(n)
0 = ψn,

~ǫ
(n)
k+1 = ~ǫ

(n+1)
k−1 +

[

~ǫ
(n+1)
k − ~ǫ

(n)
k

]−
.

(138)
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Alternativ dazu sind au
h die topologis
hen ǫ-Algorithmen mögli
h:

~ǫ
(n)
−1 = 0, ~ǫ

(n)
0 = ψn,

~ǫ
(n)
2k+1 = ~ǫ

(n+1)
2k−1 +

~y

~y T (~ǫ
(n+1)
2k − ~ǫ

(n)
2k )

,

~ǫ
(n)
2k+2 = ~ǫ

(n+1)
2k +

~ǫ
(n+1)
2k − ~ǫ

(n)
2k

(~ǫ
(n+1)
2k+1 − ~ǫ

(n)
2k+1)

T (~ǫ
(n+1)
2k − ~ǫ

(n)
2k )

bzw.

~ǫ
(n)
2k+2 = ~ǫ

(n+1)
2k +

~ǫ
(n+2)
2k − ~ǫ

(n+1)
2k

(~ǫ
(n+1)
2k+1 − ~ǫ

(n)
2k+1)

T (~ǫ
(n+2)
2k − ~ǫ

(n+1)
2k )

.

(139)

Au
h hier ist ~y ein Hilfsvektor, siehe Abs
hnitt 2.3.1.

3.3.2 Projektionsmethoden

Die in Abs
hnitt 2.4.2 vorgestellten Projektionsalgorithmen können direkt auf die Wel-

lenfunktionen angewandt werden, wenn man in der De�nition der Matrix ∆j
n,k die

Vektoren

~Sn dur
h die ψn aus Glei
hung (128) ersetzt.

~Tn,k = ψn − ∆1
n,k

(

Y
†
n,k∆

2
n,k

)−1
Y

†
n,k∆ψn (140)

3.3.3 Vektor-J -Transformation
Sowohl die Vektor-J -Transformation als au
h die topologis
he J -Transformation las-

sen si
h zur Extrapolation der Wellenfunktion verwenden, wenn man in den Glei-


hungen (119), (120) und (121) die Ersetzung

~Sn → ψn vornimmt (zur topologis
hen

J -Transformation bea
hte man die Anmerkungen am Ende von Kap. 2.4.3). Exem-

plaris
h soll dies hier für Glei
hung (119) ges
hehen:

~s (0)
n = ψn, ~ω (0)

n = ~ωn,

~s (k+1)
n = ~s

(k)
n+1 −

[

∆~ω (k)
n

]†
∆~s (k)

n
[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1,

~ω (k+1)
n = r

(k)
n+1~ω

(k)
n+1 −

[

∆~ω (k)
n

]†
∆
[

r(k)n ~ω (k)
n

]

[

∆~ω
(k)
n

]†
∆~ω

(k)
n

~ω
(k)
n+1,

V
~J (k)
n

(

{ψn}, {~ωn}, {r(k)n }
)

= ~s (k)
n .

(141)
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3.4 Split-Operator-Verfahren

Das split-operator (SO) Verfahren [31, 32℄ läÿt si
h anwenden, wenn man den Ha-

miltonoperator in einen kinetis
hen und einen potentiellen Anteil aufspalten kann:

Ĥ = T̂ + V̂. Dann kann die Matrix des Zeitentwi
klungsoperators dur
h symmetris
he

Aufspaltung des kinetis
hen Energieoperators folgendermaÿen approximiert werden:

e− i H∆t = e− i (T/2)∆t e− iV∆t e− i (T/2)∆t +O(∆t3). (142)

Der Fehler dritter Ordnung in ∆t ist eine Folge der Ni
htvertaus
hbarkeit von T und

V 7

.

Das SO-Verfahren ma
ht nun Gebrau
h von der Tatsa
he, daÿ T im Impulsraum diago-

nal ist und dort im wesentli
hen einer Multiplikation mit dem Quadrat des Wellenvek-

tors k2
entspri
ht, während V im Ortsraum Diagonalgestalt aufweist. Die Darstellungen

der Wellenfunktion in den beiden Räumen können mit s
hneller Fouriertransformation

(FFT) ineinander umgere
hnet werden.

Die Anwendung des Zeitentwi
klungsoperators beinhaltet dann folgende S
hritte pro

Zeits
hritt:

1. Transformation der Wellenfunktion in den Impulsraum

2. Multiplikation mit dem Propagator e− i (k2/4m)∆t
eines freien Teil
hens

3. Rü
ktransformation in den Ortsraum

4. Multiplikation mit e− i V∆t

5. Transformation in den Impulsraum

6. Multiplikation mit e− i (k2/4m)∆t

7. Rü
ktransformation in den Ortsraum

Ist man ni
ht an dem Zustand der propagierten Wellenfunktion na
h jedem Zeits
hritt

interessiert, so kann man mit Ausnahme des ersten und des letzten S
hritts die An-

wendungen des Freie-Teil
hen-Propagators auf die Wellenfunktion zusammenfassen

(S
hritte 1 und 7 entfallen dann, S
hritte 2 und 6 werden dur
h eine Multiplikation

ersetzt), sodaÿ pro Zeits
hritt nur no
h eine Transformation und eine Rü
ktransfor-

mation dur
hgeführt werden muÿ.

Für die Wahl des Zeits
hrittes ∆t sollte das Energiespektrum des Hamiltonoperators

herangezogen werden. Eine einfa
he Abs
hätzung für die Gröÿe von ∆t liefert die

Heisenbergs
he Uns
härferelation. Aus ihr folgt als kritis
her Wert

∆tkrit =
1

Emax

, (143)

7

Dies wird deutli
h aufgrund der Beziehung

eA+B = lim
n→∞

(

e
A/ne

B/n

)n

.
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den ∆t keinesfalls übers
hreiten sollte, damit si
hergestellt ist, daÿ der Algorithmus

stabil bleibt. In der Praxis hat si
h

∆t ≈ ∆tkrit

5
(144)

gut bewährt [7℄.

Die split operator-Methode läÿt si
h erweitern auf eine Genauigkeit bis zur dritten

Ordnung in ∆t. Es gilt:

e− i H∆t = e− i γ(T/2)∆t e− i γV∆t ×
× e− i (1−γ)(T/2)∆t e− i (1−2γ)V∆t e− i (1−γ)(T/2)∆t × (145)

× e− i γV∆t e− i γ(T/2)∆t +O(∆t4),

mit der Gröÿe

γ =
1

2 − 3
√

2
≈ 1.351207192 . . . (146)

Eine Herleitung von (145) �ndet si
h in [33℄. Hier können aufgrund der höheren Ge-

nauigkeit die Zeits
hritte ∆t gröÿer gewählt werden, sodaÿ dieses Verfahren trotz der

Tatsa
he, daÿ sieben Exponentialoperatoren pro Zeits
hritt auf die Wellenfunktion

angewandt werden müssen, u. U. ef�zienter ist als Glei
hung (142). Weiterführende

Untersu
hungen (insbesondere au
h zu zeitabhängigen Potentialen und höheren Ord-

nungen) wurden in [33, 34, 35℄ dur
hgeführt.

Eine interessante Variante des SO-Verfahrens bietet si
h in Verbindung mit demWe
h-

selwirkungs-(WW)-Bild. Anders als im S
hrödingerbild (im folgenden mit S indiziert),

in dem die Wellenfunktion sowohl die dynamis
he als au
h die kinematis
he Informa-

tion trägt, bes
hränkt si
h der Informationsgehalt der Wellenfunktion im We
hsel-

wirkungsbild auf den dynamis
hen Aspekt des Problems. Die Wellenfunktion in der

WW-Darstellung stellt demzufolge keine laufende Welle dar, die si
h mit forts
hreiten-

der Zeit im Raum ausbreitet. Dies hat zwei Vorteile: zum einen muÿ bei der Festlegung

der Gröÿe des Raumgitters, auf dem die numeris
hen Bere
hnungen dur
hgeführt wer-

den, ein Auseinanderlaufen des Wellenpakets ni
ht mehr berü
ksi
htigt werden, zum

anderen können meist gröÿere Zeits
hritte gewählt werden, da die We
hselwirkung i. a.

nur einen kleinen Teil der Gesamtenergie ausma
ht und mit

EWW ≪ Etot (147)

und

ωi = Ei, i =

{

WW
tot

(148)

folgt, daÿ die Frequenz des dynamis
hen, also des WW-Anteils, geringer ist als die

kinematis
he Frequenz. Eine Bes
hränkung auf den dynamis
hen Anteil erlaubt also

au
h eine bessere zeitli
he Auflösung. Man kann sogar über die Gröÿe VψS(t) die Stärke
der We
hselwirkung bestimmen und daraus passende Zeits
hritte bere
hnen, d. h. in

Berei
hen, in denen VψS(t) ≈ 0 gilt, kann ∆t sehr groÿ gewählt werden, in Berei
hen

mit starker We
hselwirkung dagegen ist ein kleinerer Wert für ∆t sinnvoll.
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Die Umre
hnung vom S
hrödingerbild in die WW-Darstellung erfolgt über

ψWW(t) = e i H0tψS(t) (149)

= e i H0t e− i Htψ(0), (150)

mit H0 als freiem Anteil des Hamiltonoperators H = H0 + V.

Die zeitli
he Entwi
klung der Wellenfunktion im WW-Bild läÿt si
h bequem mit der

SO-Methode bes
hreiben:

ψWW(t+ ∆t) ≈ e− i H0(t+∆t/2) e− iV∆t e− i H0(t+∆t/2)ψWW(t). (151)

Details hierzu �nden si
h in [7℄.



4 NUMERISCHE TESTS 32

4 Numeris
he Tests

4.1 Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion

4.1.1 Allgemeines

Um vers
hiedene Verfahren hinsi
htli
h Spei
herbedarf, Re
henaufwand und erzielba-

rer Genauigkeit verglei
hen zu können, wurden sie in FORTRAN 77 implementiert. Die

Bere
hnungen wurden mit den Datentypen COMPLEX und REAL und der Compi-

leroption -r8 dur
hgeführt, um doppelte Genauigkeit zu erhalten. Als Referenzergeb-

nis diente eine parallel dur
hgeführte Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion mit

MATLAB 5 [36℄, die dort mit der in [37, Algorithmus 11.3-1℄ bes
hriebenen Methode

des Skalierens und ans
hlieÿender [6/6]-Padé-Approximation realisiert wurde.

Die Abwei
hung vom Referenzwert wurde mit der 1-Norm na
h (42) bere
hnet, da diese

Norm lei
ht in Programmen zu implementieren ist. Der relative Fehler (rF) bere
hnet

si
h gemäÿ

rF =
||e− i A

approx − e− iA||
||e− iA|| (152)

= ||e− i A
approx − e− iA||, (153)

da

||e− i A|| = 1 (154)

gilt. Wird statt der 2-Norm || · || die 1-Norm || · ||1 verwendet, so gilt (154) bis auf

einen Faktor der Gröÿenordnung O(1), d. h. es gilt näherungsweise:

rF ≈ ||e− i A
approx − e− i A

MATLAB||1. (155)

Daraus läÿt si
h die Zahl der gültigen Zi�ern (gZ) bestimmen, indem man

gZ = − log10 rF ≈ − log10 ||e− iA
approx − e− i A

MATLAB||1 (156)

setzt.

Als relative Fehlers
hranke g wurde, wenn ni
ht anders im Text vermerkt, immer

g = 10−13

gesetzt.

Als Testmatrizen wurden symmetris
he (10×10)-Matrizen verwendet. Das gewüns
hte

Spektrum wurde in die Hauptdiagonale ges
hrieben und die Matrix A ans
hlieÿend

mittels aufeinanderfolgender orthogonaler Transformationen dur
h Ja
obi-Rotationen
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Ppq
8

gemäÿ A′ = PTpqAPpq so umgeformt, daÿ die Auÿerdiagonalelemente von Null

vers
hieden waren. Als Rotationswinkel wurde der negative (p+ q)-te Eigenwert (ggf.
modulo Matrixdimension D) verwendet.

Im einzelnen waren dies:

Matrix Eigenwerte Bemerkungen

A01 −5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 Eigenwerte glei
hmäÿig im gesam-

ten Spektralberei
h verteilt

A02 −5,−4,−3,−2,−1, 36, 37, 38, 39, 40 Eigenwerte an den Rändern des

Spektralberei
hs

A03 −5, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 40 Eigenwerte in der Mitte gehäuft,

�Ausreiÿer� am Rand

A04 −5, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40 unsymmetris
he Verteilung

A05 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 wie A01, aber Spektralberei
h auf

1/5 reduziert

4.1.2 Ts
hebys
he�-Approximation

Die Ts
hebys
he�-Approximation wurde na
h der Rekursion (63) dur
hgeführt, die

hier no
h einmal wiedergegeben wird:

T0(x) = 1, T1(x) = x

Tn+1(x) = 2 x · Tn(x) − Tn−1(x) (n ≥ 1).

Für x wird hierbei die reskalierte Matrix A′
mit

A′ =
A − z̄ · 1

∆z
(157)

8

Die Ja
obi-Rotationsmatrizen haben folgende Gestalt:

Ppq =
















1
.

.

.

c · · · s
.

.

.

.

.

.

−s · · · c
.

.

.

1
















Alle Diagonalelemente sind Eins, bis auf beiden Einträge c in den Zeilen (und Spalten) p und q. Alle
Auÿerdiagonalelemente sind Null, bis auf die beiden Einträge s und −s. Dabei ist

c = cosϕ

s = sin ϕ

und ϕ der Rotationswinkel.
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eingesetzt. z̄ ist der Mittelpunkt des Spektrums von A und ∆z der Abstand vom

Mittelpunkt zu den Grenzen (vgl. 2.1.3). Die Abbru
hbedingung folgt aus den Ent-

wi
klungskoef�zienten na
h Gl. (65), es gilt für n > 0:

|an| = 2 · |Jn(∆z)| (158)

Na
hdem wegen der Skalierung ||A′|| = 1 und na
h De�nition |Tn(x)| ≤ 1 für |x| ≤
1 ist, kann als Abbru
hkriterium der doppelte Betrag der Besselfunktionen Jn(∆z)
dienen. Die Werte der Besselfunktionen wurden mit der Routine S17DEF aus der NAG-

Bibliothek bere
hnet [38℄.

Im verwendeten Programm wurde das Abbru
hkriterium dahingehend modi�ziert, daÿ

sowohl 2|JN(∆z)| < g als au
h 2|JN+1(∆z)| < g erfüllt sein muÿte, damit die Appro-

ximation bei N abgebro
hen wurde. Dies liegt im Verhalten der Besselfunktionen als

Funktion von n begründet (Abb. 2). Für n < ∆z zeigen diese oszillatoris
hes Verhal-

ten, sodaÿ für ein bestimmtes n zufällig Jn(∆z) nahe bei Null liegen könnte (siehe

Abb. 2 bei n = 8). Erst für n > ∆z geht Jn(∆z) exponentiell gegen Null. Obiges

Abbru
hkriterium hätte also au
h als 2|JN(∆z)| < g und zuglei
h N > ∆z formuliert
werden können.

–0.2

–0.1

0

0.1

0.2

5 10 15 20 25
n→

↑
Jn(∆z)

Abbildung 2: Verhalten der Besselfunktionen Jn(∆z) als Funktion von n für

∆z = 16.02

Die Ergebnisse der Bere
hnungen für die Testmatrizen zeigt Tab. 1.

Man sieht, wie die Anzahl der Approximationss
hritte N von der Intervallbreite ∆z
abhängt; die erzielte Genauigkeit ist weitestgehend unabhängig vom Spektrum der
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Matrix ∆z N gZ

A01 22.5 51 13.2

A02 22.5 51 13.0

A03 22.5 51 13.1

A04 22.5 51 12.7

A05 4.5 22 12.6

Tabelle 1: Ergebnisse für die Ts
hebys
he�-Approximation

Matrix. Ledigli
h die letzten beiden Matrizen weisen eine geringere Anzahl der gülti-

gen Stellen auf. Gründe dafür sind zum einen die verwendete Näherung für gZ na
h

Gl. (156), zum anderen die unsymmetris
he Eigenwertverteilung von A04, die dur
h

die symmetris
hen Ts
hebys
he�-Polynome nur in höherer Ordnung gut approximiert

werden kann bzw. der s
hnelle Abfall der Besselkoef�zienten für A05, die ja skaliert

dieselbe Struktur wie A01 aufweist.

Ein groÿer Na
hteil des Ts
hebys
he�-Verfahrens ist die Tatsa
he, daÿ der Spektral-

berei
h von A bekannt sein muÿ. Die Bere
hnung der Eigenwerte einer Matrix ist sehr

re
henintensiv, eine Abs
hätzung u.U. fehlerhaft, besonders dann, wenn der Berei
h

etwas zu klein gewählt wurde. Ist ∆z kleiner als die halbe Berei
hsbreite, so folgt aus
(157), daÿ

||A′|| > 1 (159)

ist. Für Argumente gröÿer 1 wa
hsen die Ts
hebys
he�polynome sehr s
hnell an, wie

Abb. 3 für T10 zeigt (die Grenzen wurden nur um jeweils 1% vers
hoben!). Auÿerdem

gehen die Entwi
klungskoef�zienten für kleineres ∆z s
hneller gegen Null, sodaÿ dur
h
die geringere Anzahl der Approximationss
hritte das Ergebnis ebenfalls verfäls
ht

wird.

Um denno
h brau
hbare Resultate zu erhalten, wurde versu
ht, das Abbru
hkriterium

zu erweitern, sodaÿ statt

(i) 2|JN(∆z)| < g (160)

die Beziehung

(ii) 2|JN(∆z)| · ||TN (A′)||1 < g (161)

gelten muÿ, um beim Approximationsgrad N abzubre
hen. Dies erhöht natürli
h wie-

der den Re
henaufwand, da in jedem Approximationss
hritt, der bereits Gl. (160)

erfüllt, die Norm zu bere
hnen ist, um die Gültigkeit von (ii) zu überprüfen.

Im Verglei
h dazu ist eine Übers
hätzung von ∆z unkritis
h, da dann ||A′|| < 1 gilt

und kein �Übers
hieÿen� der Ts
hebys
he�-Polynome an den Rändern die Ergebnis-

se beeinträ
htigt. Es erhöht si
h nur die Anzahl der Approximationss
hritte, da für

gröÿere ∆z der exponentielle Abfall dementspre
hend später erfolgt.

Zur Überprüfung dieser Behauptungen wurden systematis
he Berei
hsvers
hiebungen

dur
hgeführt und vers
hiedene Abbru
hbedingungen verwendet (als Testmatrix wurde

A01 verwendet):
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–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

2

–1 –0.5 0.5 1 x→

↑
T10(x)

Abbildung 3: Ts
hebys
he�polynom T10 im Intervall [−1.01, 1.01]

(a) Symmetris
he Vers
hiebung beider Grenzen, dadur
h Berei
hserweiterung um

x%; Abbru
hkriterium (i)

(b) Symmetris
he Vers
hiebung wie bei (a); Abbru
hkriterium (ii)

(
) Unsymmetris
he Berei
hsvers
hiebung an der unteren Grenze; dies entspri
ht

z. B. einer Verna
hlässigung der Nullpunktsenergie bei der Abs
hätzung (68) in

2.1.3); Erweiterung um x%; Abbru
hkriterium (i)

(d) Unsymmetris
he Vers
hiebung wie bei (
); Abbru
hkriterium (ii)

Zu Verglei
hszwe
ken (siehe 4.1.4) wurden für die skalierte Taylorentwi
klung dieselben

Berei
hsvers
hiebungen dur
hgeführt:

(e) Taylorentwi
klung mit q = 1 und unsymmetris
her Berei
hsvers
hiebung zum

Verglei
h

Abbildung 4 zeigt die Zahl der gültigen Stellen für die Fälle (a)-(e).

Man sieht, daÿ die Ts
hebys
he�-Approximation relativ unemp�ndli
h gegenüber Be-

rei
hsübers
hätzungen ist, wohingegen bei Unters
hätzungen Fehler bis zu etwa 40%

aufteten können. Auÿerdem sind die Fehler bei unsymmetris
her Vers
hiebung deutli
h

gröÿer als bei symmetris
her Vers
hiebung. Die Genauigkeit läÿt si
h dur
h Vers
här-

fung des Abbru
hkriteriums dur
h Berü
ksi
htigung der Norm um 8 bis 10 Gröÿen-

ordnungen verbessern (vgl. (a) mit (b) bzw. (
) mit (d) in Abb. 4). Dabei erhöht si
h

der Approximationsgrad jedo
h um 
a. 20% von N = 51 auf N = 60.
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2

4

6

8

10

12

–10 –5 0 5 10 15 20

(a)

(b)

(
)

(d)

(e)

x→

↑
gZ

(a) symm. Vers
hiebung; Abbru
h über Bes-

selkoef�zienten

(b) symm. Vers
hiebung; Abbru
h über Norm

(
) unsymm. Vers
hiebung; Abbru
h über

Besselkoef�zienten

(d) unsymm. Vers
hiebung; Abbru
h über

Norm

(e) unsymm. Vers
hiebung; Bere
hnung mit

skalierter Taylorreihe

Abbildung 4: Zahl der gültigen Stellen gZ bei Berei
hsvers
hiebungen um x% mit

vers
hiedenen Abbru
hkriterien. Bei unsymmetris
her Berei
hsvers
hiebung wurde die

untere Grenze vers
hoben; dadur
h verlagert si
h das Entwi
klungszentrum z̄ na
h

oben.

4.1.3 Taylorapproximation

Die Approximation von exp(− i A) dur
h Taylorpolynome pn(− i A) wurde rekursiv

dur
hgeführt, um Spei
herplatz zu sparen, und zwar in der folgenden Weise:

p−1 = 0, t0 = 1

pn = pn−1 + tn

tn+1 = − i A

n+ 1
tn







n ≥ 0.
(162)

Als Abbru
hkriterium wurde der Unters
hied zweier aufeinanderfolgender Polynome

herangezogen:

||pn+1 − pn|| = ||tn+1||. (163)
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Die Rekursion wurde also so lange dur
hlaufen, bis

||tN+1||1 < g (164)

war. Dies entspri
ht einem Approximationsgrad N bei einer Genauigkeit g.

Hierbei traten Konvergenzprobleme auf, bedingt dur
h Rundungsfehler. Tabelle 2 zeigt

die Ergebnisse.

Matrix ||A||1 N gZ

A01 45.9 133 -0.9

A02 62.3 133 -1.1

A03 48.7 133 -0.9

A04 55.0 132 -0.6

A05 23.9 82 6.9

Tabelle 2: Ergebnisse für die Taylorentwi
klung um Null

Die Abwei
hungen vom Referenzwert sind beträ
htli
h, nur das Ergebnis für A05 hat

immerhin 
a. 7 gültige Stellen.

Dies ist auf die in 2.1.1 angespro
hene langsame Konvergenz zurü
kzuführen. Für die

Terme tn gilt im skalaren Fall

|tn| =
xn

n!
(165)

≈ xn
(
n
e

)n√
2πn

=
(
x

n

)n en√
2πn

(166)

d. h. erst ab n ≈ x wä
hst die Fakultät im Nenner stärker als der Zähler. Für die

Umformung (166) wurde die Stirlingformel

n! ≈
(
n

e

)n√
2πn

(

1 +
1

12n
+

1

288n2
+ · · ·

)

(167)

verwendet.

Im vorliegenden Fall ist x ≈ ||A||1, d.h., es sind für die Matrizen A01-A04 etwa 50-

60 Terme zu bere
hnen, bevor Konvergenz eintritt. Dies ist in Abb. 5 für x = 55
illustriert. Wie man aus dieser Gra�k entnimmt, steigen die Terme bis zu einem Betrag

von |tn| ≈ 1022
an, was in Verbindung mit dem alternierenden Vorzei
hen zu groÿen

Rundungsfehlern und damit verbundenen Stellenauslös
hungen kommt, wodur
h die

Taylorreihe s
hlieÿli
h auf einen fals
hen Wert konvergiert.

Eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens läÿt si
h errei
hen, indem man die Ex-

ponentialfunktion ni
ht um Null herum entwi
kelt, sondern um den Mittelwert des

Spektralberei
hes. Ist zmin, zmax der kleinste bzw. gröÿte Eigenwert, so folgt mit

z̄ =
zmax − zmin

2
(168)
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log10 |tn|

Abbildung 5: Logarithmus des Betrags der Terme tn = (− ix)n

n!
für x = 55. Das Maxi-

mum von |tn| ≈ 1022
liegt in der Nähe von n = x. Erst für n > x tritt Konvergenz

ein.

und der Vers
hiebung

A −→ A′ = A − z̄ · 1 (169)

die modi�zierte Rekursion

p′−1 = 0, t′0 = e− i z̄ · 1

p′n = p′n−1 + t′n

t′n+1 = − i A′

n+ 1
t′n







n ≥ 0
(170)

führt.

Die damit erhaltenen Ergebnisse zeigt die Tabelle 3.

Wie man sieht, verkleinert si
h die Norm der vers
hobenen Matrix um etwa z̄, dadur
h
verbessert si
h das Konvergenzverhalten.

Um die Konvergenzges
hwindigkeit zu erhöhen und damit Rundungsfehler weiter zu

verringern, bietet si
h die in 2.1.1 bereits angespro
hene Mögli
hkeit des Skalierens mit

s = 2q an. Bei den Bere
hnungen zu den na
hfolgenden Ergebnissen wurde die Matrix

A und der Mittelwert z̄ immer wieder halbiert und ans
hlieÿend die Iteration (170)
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Matrix ||A′||1 N gZ

A01 30.5 84 6.6

A02 45.3 84 6.6

A03 31.2 84 6.6

A04 37.5 84 6.3

A05 6.8 30 13.4

Tabelle 3: Taylorentwi
klung um z̄

dur
hgeführt, bis die Norm der reskalierten Matrix < 1/2 war. Um die Fehlernorm und

die Anzahl der gültigen Zi�ern zu bestimmen, wurden die Resultate ans
hliessend q
mal quadriert. Die Ergebnisse im Verglei
h mit den unskalierten Werten aus Tab. 3

zeigt Tabelle 4. Der Fehler läÿt si
h also bis zu einem gewissen Grad minimieren, steigt

A01 A02 A03 A04 A05

q N gZ N gZ N gZ N gZ N gZ

0 84 6.6 84 6.6 84 6.6 84 6.3 30 13.4

1 51 11.3 51 11.3 51 11.1 51 11.4 21 12.8

2 34 13.0 34 12.8 34 12.9 34 13.0 16 12.9

3 24 13.0 24 12.8 24 12.9 24 12.9 13 13.1

4 18 12.9 18 12.8 17 11.8 17 11.8 10 12.2

5 14 12.7 14 12.6 14 12.8 14 12.8 8 11.5

6 11 12.2 11 12.1 11 12.2 11 12.2 7 11.8

7 9 11.8 9 11.8 9 11.9 9 11.9 - -

Tabelle 4: Ergebnisse bei Taylorapproximation mit Skalierungsfaktor s = 2q

dann aber bei weiterer Skalierung wieder an und zeigt dabei oszillierendes Verhalten

(im Ansatz si
htbar bei A05).

Um dies klarer zu zeigen, wurde für die Matrix A01 die Skalierung bis zu einem Ska-

lierungsgrad von q = 20 dur
hgeführt. Das Ergebnis zeigt Abb. 6.

Der Grund für dieses Verhalten liegt darin begründet, daÿ dur
h die Verkleinerung

der Norm der Matrix A das Abbru
hkriterium na
h weniger Approximationss
hrit-

ten erfüllt ist, dur
h das na
hfolgende Potenzieren aber geringe Abwei
hungen vom

tatsä
hli
hen Wert mitpotenziert und damit verstärkt werden. Abhilfe kann hier ei-

ne Vers
härfung des Abbru
hkriteriums bringen. Dazu ist aber anzumerken, daÿ die

s
hnelle Konvergenz dur
h Skalierung dur
h einen erhöhten Re
henaufwand �erkauft�

wird und ein Iterationss
hritt einer Quadrierung entspri
ht (jeweils eine Matrixmulti-

plikation). Dieser zusätzli
he Aufwand muÿ natürli
h bei Aussagen über die Ef�zienz

mitberü
ksi
htigt werden. Aufs
hluÿ hierüber gibt Abb. 7.
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Abbildung 6: Anzahl der gültigen Zi�ern gZ bei Taylorapproximation der skalierten

Matrix A/2q in Abhängigkeit vom Skalierungsgrad q. Man erkennt für kleine q eine

deutli
he Zunahme der Genauigkeit; steigt q weiter an, so verringert si
h die Anzahl der
gültigen Stellen wieder. Dieser Abnahme ist auÿerdem ein oszillatoris
hes Verhalten

überlagert.

4.1.4 Verglei
h von Ts
hebys
he�- und Taylor-Approximation

Betra
htet man die Entwi
klungskoef�zienten an der Ts
hebys
he�entwi
klung, so sind
diese (bis auf eine Konstante vom Betrag 1) gegeben dur
h 2 ·Jn(∆z). Die Besselfunk-
tionen Jn(x) lassen si
h neben (40) au
h in der folgenden Form darstellen:

Jn(x) =
xn

2n n!

(

1 − x2

2(2n+ 2)
+

x4

2 · 4 · (2n+ 2)(2n+ 4)
− · · ·

)

. (171)

Für groÿe n (n≫ x) ist dies

Jn(x) ≈
xn

2n n!
=

(
x

2

)n

n!
. (172)

Dies entspri
ht den Termen der Taylorreihe für exp(x/2). Zum Konvergenzverhalten

der Ts
hebys
he�-Entwi
klungskoef�zienten in x im Verglei
h mit der Taylorreihe für
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Abbildung 7: Dur
hgeführte Matrixmultiplikationen M in Abhängigkeit vom Skalie-

rungsgrad q. Die punktierte Linie zeigt die Zahl der Multiplikationen, die notwendig ist,

um Konvergenz zu errei
hen. Die dur
hgezogene Linie berü
ksi
htigt die notwendigen

na
hfolgenden Potenzierungen.

x/2 siehe Abb. 8.
Somit lassen si
h Verglei
he bezügli
h der Ef�zienz der beiden Approximationen bei

verglei
hbarem Re
henaufwand ziehen.

Anhand von Abb. 4 sieht man, daÿ die Taylorreihe weniger emp�ndli
h auf Berei
hs-

vers
hiebungen reagiert. Diese beein�ussen die Konvergenz nur im unsymmetris
hen

Fall, da nur dann das Entwi
klungszentrum vers
hoben wird. Dies wirkt si
h auf die

Breite des Entwi
klungsintervalls aus, sodaÿ indirekt die Konvergenzges
hwindigkeit

verringert wird, was Rundungsfehler na
h si
h ziehen kann. So stieg die nötige Anzahl

der Approximationss
hritte von 51 auf 58 bei einer Vers
hiebung des Mittelpunkts der

Matrix A01 um 20%.

Bei verglei
hbarem Re
henaufwand ist die Ts
hebys
he�-Approximation um etwa 1-

2 Gröÿenordnungen genauer als die Bere
hnung über die Taylorreihe (siehe Abb. 4

und Tab. 1 im Verglei
h mit Tab. 4). Die Fehlernorm laÿt si
h aber dur
h weitere

Skalierungen bis zu einem gewissen Grad no
h minimieren, wobei glei
hzeitig der Re-


henaufwand sinkt (vgl. dazu Abb. 6 und 7). Damit lassen si
h mit den Ts
hebys
he�-

Ergebnissen verglei
hbare Genauigkeiten erzielen. So sind beispielsweise bei der Matrix

A01 mit der skalierten Taylorentwi
klung (q = 2) 34+2=36 Matrixmultiplikationen nö-
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Abbildung 8: Konvergenzverhalten von 2Jn(x) und (x/2)n/n! in logarithmis
hem Maÿ-

stab für x=20.

tig (34 Matrixmultiplikationen→ t35 < g und 2 Quadrierungen, siehe Tab. 4), um 13.0

gültige Stellen zu erhalten, während die Ts
hebys
he�-Entwi
klung 51 Matrixmulti-

plikationen für 31.2 gültige Stellen benötigt (Tab. 1).

Ebenfalls zu berü
ksi
htigen ist, daÿ die Rekursion der Taylorreihe so dur
hgeführt

wurde, daÿ im nten S
hritt der (n + 1)-te Term bere
hnet wird, um die Anwendung

von Bes
hleunigungsverfahren zu vereinfa
hen und besser verglei
hen zu können (siehe

4.1.5; der Term tn+1 wird für die Vektor-J -Transformation benötigt); dies bedeutet

aber, daÿ als Abbru
hkriterium der nä
hste no
h ni
ht hinzuaddierte Term heran-

gezogen wird, während im Falle der Ts
hebys
he�-Approximation der letzte bereits

aufsummierte Term den Abbru
h bestimmt. Dies beein�uÿt au
h die Genauigkeit der

Bere
hnungen.

4.1.5 Bes
hleunigungsverfahren

Zunä
hst wurden Vorversu
he mit MAPLE V Release 5.1 dur
hgeführt [39℄, um ge-

nauere Aussagen über die Ef�zienz der vers
hiedenen Bes
hleunigungsverfahren ma-


hen zu können. Dazu wurden die Taylormatrizen pn(− i A) in Vektoren umgewandelt

und als Eingabedaten sn an die Bes
hleunigungsroutinen übergeben. Um Verglei
he

mit Ergebnissen aus der Literatur ziehen zu können und den Re
henaufwand über-
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s
haubar zu halten, wurde die Matrix

A :=






−0.001 −0.2 −0.3
−0.4 −0.5 −0.6
−0.7 −0.8 −0.9






aus [15℄ verwendet. Diese Matrix besitzt die reellen Eigenwerte

σ(A) ≈ {−1.60, 0.01, 0.19} .

In der zitierten Arbeit wurde exp(A) mit ǫ-Algorithmen bere
hnet und im Verglei
h zur

reinen Taylorapproximation ein Stellengewinn von bis zu 5 Na
hkommastellen erzielt.

Ein ähnli
her Stellengewinn wurde au
h für das vorliegende Problem erho�t, um den

Re
henaufwand bei glei
her Genauigkeit gegenüber der reinen Taylorapproximation

deutli
h reduzieren zu können.

Als Bes
hleunigungsverfahren wurden zunä
hst

• der vektorielle ǫ-Algorithmus

• der erste topologis
he ǫ-Algorithmus

• und die vektorielle J -Transformation mit der Hilfsfolge

r(k)
n =

1

n+ β0 + β1 · k
bzw. der daraus resultierenden Differenzenfolge

∆r(k)
n =

−1

(n+ β0 + β1 · k)(n+ 1 + β0 + β1 · k)

ausgewählt. Die verwendeten Algorithmen sind in Anhang A bes
hrieben.

Die Testprogramme hatten die folgende Struktur:

1. Wahl des Entwi
klungszentrums z

2. Wahl des (nä
hsten) Skalierungsfaktors und Skalierung von A:

A −→ A′ =
A − z1

2q

3. Bere
hnung der Startwerte:

p−1 = 0, t0 = e− i z1

4. Rekursionss
hritt:

pn = pn−1 + tn

tn+1 = − i A′

n+ 1
tn
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5. Umwandlung in Vektoren:

pn −→ sn

und ggf. (für die Vektor-J -Transformation):

tn+1 −→ ωn

6. Aufruf der Bes
hleunigungsroutine

7. Umwandlung des resultierenden Vektors in eine quadratis
he Matrix

8. ggf. mehrfa
hes Quadrieren

9. Bere
hnung der Fehlernorm und der gültigen Zi�ern

10. zurü
k zu Punkt 4, falls Abbru
hkriterium no
h ni
ht erfüllt ist

11. ggf. zurü
k zu Punkt 2 für die nä
hste Skalierungsstufe

Für den Vektor-J -Algorithmus wurde zunä
hst β0 = 1, β1 = 0 gewählt.

Dabei zeigte si
h, daÿ si
h die Taylorreihe um den Mittelwert z̄ kaum bes
hleunigen

läÿt. Es wurden dur
hweg weniger als 2 Stellen Gewinn erzielt, meistens sogar weniger

als 1 Stelle, bei Verwendung des ersten topologis
hen ǫ-Algorithmus war das Ergebnis
sogar um bis zu 5 Stellen s
hle
hter als die reine Taylorentwi
klung. Au
h die Vektor-

J -Transformation zeigte nur dann einen geringen Bes
hleunigungse�ekt, wenn (wie

oben im Ablaufplan der Testprogramme bereits angedeutet) als Restabs
hätzung ωn
der nä
hste Term tn+1 verwendet wurde, was in Verbindung mit der obengenannten

Wahl der Konstanten β0 und β1 der t̃-Variante in Kap. 2.3.2, Gl. (104) entspri
ht
9

. Die

Ergebnisse waren weitestgehend unabhängig davon, ob die Bes
hleunigung ab n = 0
oder erst ab einem bestimmten n > 0 dur
hgeführt oder ni
ht jedes Folgenelement,

sondern jedes zweite, dritte usw. eingesetzt wurde.

Wurde das Entwi
klungszentrum dagegen auf den oberen oder unteren Rand des Spek-

trums gelegt, war der Stellengewinn deutli
h gröÿer. Eine derartige Vers
hiebung hat

zur Folge, daÿ alle Eigenwerte glei
hes Vorzei
hen besitzen und um Null herum ent-

wi
kelt wird. Verstärkt wurde dieser E�ekt dur
h ein Ho
hskalieren der Matrix A um

einen Faktor > 1, da dann die Taylorreihe von si
h aus langsamer konvergiert und der

Bes
hleunigungse�ekt deutli
her zutage tritt. Mit der Vektor-J -Transformation wur-

den bei der Entwi
klung um den unteren Rand etwa 3 Stellen und bei Entwi
klung

um den oberen Rand 5 Stellen gewonnen. Beim ersten topologis
hen ǫ-Algorithmus

9

Dieses Resultat wird verständli
h, wenn man berü
ksi
htigt, daÿ si
h die Elemente einer konver-

genzten Folge {sn} darstellen lassen als Summe aus dem Limes s und eines Restes Rn:

sn = s + Rn.

Wählt man nun als Folgenglieder sn die Partialsummen sn =
∑n

j=0
xj/j!, so gilt s = ex

und Rn =
∑

∞

j=n+1
xj/j!. Der betragsmäÿig führende Term in der letzten Summe ist xn+1/(n + 1)!, was dem

Term tn+1 entspri
ht.
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waren am oberen Rand 1 bis 2 Stellen Zuwa
hs, am unteren Rand jedo
h maximal 1

Stelle, im Verlauf der Rekursion dann eine Abnahme und sogar eine Vers
hle
hterung

gegenüber der reinen Taylorentwi
klung zu beoba
hten.

Da der erste topologis
he ǫ-Algorithmus keine zufriedenstellenden Ergebnisse zeigte,

wurde der zweite topologis
he ǫ-Algorithmus in die Reihe der Testprogramme mit auf-
genommen. Der Algorithmus ist ebenfalls in Anhang A zu �nden. Bei dieser Variante

werden zur Bere
hnung im Gegensatz zum ersten topologis
hen ǫ-Algorithmus kei-
ne Elemente aus der vorletzten Gegendiagonale benötigt, sondern nur Elemente aus

der letzten bzw. der gerade zu bere
hnenden. Dies entspri
ht etwa dem Unters
hied

zwis
hen der t- und der t̃-Variante (Kap. 2.3.2, Gl. (103) und (104)).

Der Unters
hied im Verhalten an der oberen und der unteren Grenze von σ(A) ist auf
die Verteilung der Eigenwerte im Intervall [zmin, zmax] zurü
kzuführen. Wird um die

untere Grenze entwi
kelt, so entspri
ht dies einer Vers
hiebung der Matrix

A −→ A′ = A − zmin1

mit den Eigenwerten

σ(A′) ≈ {0, 1.61, 1.79}, (173)

während eine Entwi
klung um die obere Grenze

A −→ A′′ = A − zmax1

und

σ(A′′) ≈ {−1.81,−1.79, 0} (174)

zur Folge hat. Im ersten Fall unters
heiden si
h die beiden von Null vers
hiedenen

Eigenwerte um etwa 10%, im zweiten Fall dagegen nur um 1%. Daher ist zu vermuten,

daÿ die Bes
hleunigungsverfahren besonders stark auf dominierende, d. h. weit auÿen

liegende einzelne Eigenwerte oder auf eine Ansammlung von Eigenwerten in einem

kleinen Intervallberei
h anspre
hen. Um diese Vermutung zu überprüfen, wurden die

Algorithmen in FORTRAN 77 implementiert, da die Bere
hnungen zu aufwendig für

eine Dur
hführung mit MAPLE wären.

Auÿerdem wurde versu
ht, den J -Algorithmus dahingehend zu modi�zieren, daÿ er

weitgehend unabhängig von Lage und Vorzei
hen der Eigenwerte bes
hleunigt. Hierzu

wurde auf die allgemeine De�nition in Kap. 2.4.3, Gl. (119) zurü
kgegri�en und als

Matrixhilfsfolge

r(k)n = r(k)
n A mit r(k)

n =
1

n+ 2 + (p− 1) · k (175)

mit dem Parameter p gewählt.
Diese Modi�kation beruht auf folgenden (vereinfa
ht dargestellten) Überlegungen:

Grundlage aller (ni
htskalaren) J -Transformationen sind Modellfolgen der Form:

sn = s + (c0 + c1rn)ωn (176)
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(vgl. [22, S. 210, Gl. (8.22)℄). Dabei bezei
hne s den Limes der Matrizenfolge {sn}, ωn
eine geeignete Restabs
hätzung und rn eine Hilfsmatrixfolge. c0 und c1 sind (skalare)

Konstanten. Ein Verglei
h mit der Taylorreihe für die Matrixexponentialfunktion mit

dem Argument A liefert

ωn = tn+1 und c0 = −1, (177)

rnωn = tn+2 und c1 = −1. (178)

Mit

tn+2 =
A

n+ 2
tn+1 (179)

folgt daraus

rn =
A

n+ 2
, (180)

was Gl. 175 mit p = 1 entspri
ht.

Der verwendete Algorithmus dieser Matrix-J -Transformation ist in Anhang A zu �n-

den. Hierbei wurden für z = z̄ etwa 4 Stellen erzielt (mit p = 1). Zu bea
hten ist

hierbei, daÿ hier die Gröÿen pn und tn direkt als Matrizen übergeben werden, damit

die notwendigen Matrixmultiplikationen dur
hgeführt werden können.

Für die Tests wurden die oben aufgeführten Bes
hleunigungsverfahren in FORTRAN

77 implementiert und bei vers
hiedenen Skalierungsstufen und Entwi
klungszentren

auf die Taylorreihen angewendet.

Dabei bestätigten si
h im wesentli
hen die bereits oben angedeuteten Ergebnisse. Ab-

bildungen 9, 10 und 11 zeigen die Resultate für q = 0, 3 und 6.

Es zeigt si
h, daÿ der erste topologis
he ǫ-Algorithmus (tǫ1) keine zufriedenstellenden
Ergebnisse liefert; au
h Versu
he mit der Entwi
klung um zmin bzw. zmax (au
h in

Verbindung mit anderen Eigenwertverteilungen wie bei A04) bra
hten keine Verbesse-

rung des Konvergenzverhaltens. Somit ist dieser Algorithmus zur Bes
hleunigung der

Exponentialfunktion ungeeignet.

Der zweite topologis
he ǫ-Algorithmus (tǫ2) weist dagegen einen Bes
hleunigungsef-

fekt auf. Der globale Verlauf ähnelt dem der unbes
hleunigten Taylorentwi
klung (gut

si
htbar bei Abb. 9), dabei treten jedo
h Oszillationen auf, die für höhere Skalierungs-

stufen dazu führen, daÿ der tǫ2 um die Taylorkurve pendelt (siehe Abb. 10) und somit

u.U. s
hle
htere Ergebnisse als die Ausgangsreihe liefert.

Als relativ unemp�ndli
h gegenüber der Wahl des Entwi
klungszentrums und der Ver-

teilung der Eigenwerte stellte si
h der vektorielle ǫ-Algorithmus (vǫ) dar; typis
h sind

die Oszillationen in dem Berei
h, in dem die Taylorreihe anwä
hst und das Einset-

zen der Bes
hleunigung ab dem Punkt, an dem au
h die Taylorreihe zu konvergieren

beginnt. Dieses Verhalten legt es nahe, den vǫ erst ab N ≈ ||A|| einsetzen zu lassen,

um den Re
henaufwand zu verringern. Der vǫ bes
hleunigt dann no
h stärker auf das

Endergebnis hin. Alle anderen getesteten Bes
hleunigungsverfahren zeigten dabei nur

einen geringen E�ekt, in einigen Fällen erhöhte si
h die Approximationsordnung sogar.

Der Gewinn dur
h vǫ entspri
ht etwa der Verringerung der Approximationsordnung

dur
h das Skalieren um den Faktor 2.
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Abbildung 9: Ergebnisse der Bes
hleunigungsverfahren bei Matrix A01 um z̄ mit q =
0. Die Abszisse zeigt die Anzahl der dur
hgeführten Approximationss
hritte n, die
Ordinate die dabei erhaltene Anzahl der gültigen Stellen gZ.

Auffällig für den vektoriellen J -Algorithmus (vJ ) ist sein glatter Verlauf, der anfangs

fast de
kungsglei
h über der Taylorreihe liegt und kurz vor dem Einsetzen der Kon-

vergenz abwei
ht, um dann parallel dazu weiterzulaufen (siehe Abb. 9). Für höhere

Skalierungsstufen liefert der vJ ähnli
h gute Ergebnisse wie der vǫ. Liegt ein isolierter
Eigenwert vor, so ändert si
h das Verhalten des vJ signi�kant; dabei ist das Vorzei-


hen des Eigenwertes ohne Bedeutung. Dies sei an Abbildung 12 im Verglei
h zum

vektoriellen ǫ-Algorithmus illustriert. Links ist die Matrix A04, die einen isolierten

Eigenwert besitzt, mit q = 1 skaliert und um z̄ entwi
kelt. Das typis
he Verhalten

von vǫ bzw. vJ ist deutli
h zu erkennen. Re
hts dagegen wurde um zmax entwi
kelt

(die Skalierung wurde auf q = 2 gesetzt, um beide Kurvenverläufe direkt verglei
hen

zu können). Während der Verlauf des vǫ im wesentli
hen unverändert bleibt (nur die

Oszillationen zu Beginn fallen etwas stärker aus), beginnt vJ bereits bei n = 8 zu

konvergieren und liegt deutli
h vor vǫ.
Der Matrix-J -Algorithmus (mJ ) weist einen dem vJ verglei
hbaren Kurvenverlauf

bei deutli
h stärkerer Bes
hleunigung auf (hier mit p=2); dur
h die zusätzli
h an-

fallenden Matrixmultiplikationen (2(n + 1) beim n. Aufruf der Routine) ist dieses
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Abbildung 10: Ergebnisse der Bes
hleunigungsverfahren bei Matrix A01 um z̄ mit

q = 3. Abszisse: Zahl der Approximationss
hritte n, Ordinate: gültige Zi�ern gZ.

Verfahren jedo
h deutli
h re
henintensiver als die oben genannten. Bei höheren Ska-

lierungen reduziert si
h auÿerdem der Bes
hleunigungse�ekt, sodaÿ dieses Verfahren

keine grundsätzli
hen Vorteile mit si
h bringt.

Beide J -Algorithmen wurden au
h mit unters
hiedli
hen Parametern β0 = 1, β1 =
0, 1, 2 bzw. p = 1, 2, 3 getestet. Die Unters
hiede liegen aber im Berei
h 0.01 gZ und

sind deshalb verna
hlässigbar.

Für alle oben genannten Bes
hleunigungsverfahren wurde auÿerdem getestet, wie si
h

das Bes
hleunigungsverhalten ändert, wenn ni
ht für jedes n die jeweilige Bes
hleuni-

gungsroutine aufgerufen wird, sondern nur für jedes zweite, dritte, usw. Für den Aufruf

bei jedem zweiten n sind die Ergebnisse bei allen Routinen ähnli
h, somit läÿt si
h

der Re
henaufwand bei glei
hbleibender erzielbarer Genauigkeit weiter minimieren;

bei höherer S
hrittweite vers
hle
hterte si
h das Konvergenzverhalten zunehmend.

Die drei letztgenannten Bes
hleunigungsverfahren lieferten bei höheren Skalierungen

ein genaueres Ergebnis als die reine Taylorentwi
klung (
a. 1.5 Stellen mehr bei q = 7,
siehe au
h Abb. 11). Au
h tǫ2 zeigte dieses Verhalten, das dur
h die oben erwähnten

Oszillationen allerdings teilweise überde
kt wurde.

Zusammenfassend läÿt si
h sagen, daÿ si
h Bes
hleunigungsverfahren gut zur Bere
h-
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Abbildung 11: Ergebnisse der Bes
hleunigungsverfahren bei Matrix A01 um z̄ mit

q = 6. Abszisse: Zahl der Approximationss
hritte n, Ordinate: gültige Zi�ern gZ.

nung der Matrixexponentialfunktion einsetzen lassen. Die Vorversu
he und Tests ha-

ben ergeben, daÿ der vektorielle ǫ-Algorithmus und der vektorielle J -Algorithmus die

geeignetsten Routinen zur Bes
hleunigung darstellen. Dabei liefert das ǫ-Verfahren un-
abhängig von der Struktur der Matrix gute Ergebnisse, während die J -Methode ihre

Stärken besonders bei isolierten Eigenwerten zeigt.

Dabei sollte allerdings ni
ht vergessen werden, daÿ bei der Verwendung von Bes
hleu-

nigungsverfahren grundsätzli
h der Spei
herbedarf gröÿer ist als beim Ts
hebys
he�-

Verfahren, da zumindest die letzte Gegendiagonale in der ǫ- bzw. der J -Tafel abge-

spei
hert werden muÿ (siehe dazu au
h Anhang A).

Konkret kann die Bere
hnung der Matrixexponentialfunktion dergestalt dur
hgeführt

werden, daÿ die Matrix bis ||A||1 < 1/2 herunterskaliert wird und der si
h ergebende

Verlust an Genauigkeit (siehe dazu Abb. 6) dur
h ein Bes
hleunigungsverfahren kom-

pensiert wird. Bei so hohen Skalierungsstufen (im vorliegenden Fall q = 7) kann als

Entwi
klungszentrum neben dem Mittelwert z̄ au
h die Spur tr(A), geteilt dur
h die

Dimension D der Matrix, verwendet werden. Somit ist eine Bere
hnung mit einer Ge-

nauigkeit mögli
h, die mit der der Ts
hebys
he�-Approximation verglei
hbar ist, ohne

die Struktur bzw. das Spektrum der Matrix zu kennen.
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Abbildung 12: Verglei
h von vektoriellem ǫ- und J -Algorithmus in Abhängigkeit von

der Eigenwertverteilung. Aufgetragen ist jeweils die Anzahl der gültigen Zi�ern (gZ)

gegen die Approximationsordnung n. Links wurde mit q = 1 skaliert und um z̄ ent-

wi
kelt, re
hts dagegen mit q = 2 um zmax. Man bea
hte das unters
hiedli
he Verhalten

der vektorielle J -Transformation (vJ ).

4.2 Vektorpropagation

4.2.1 Vorbemerkungen

Au
h hier wurden die Programme in FORTRAN 77 implementiert und als Referenz-

daten die MATLAB-Ergebnisse verwendet. Als Testvektor wurde

ψ(0) =
1√
10
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(181)

herangezogen. Die Bere
hnungen wurden mit den bereits aus Abs
hnitt 4.1 bekannten

Matrizen A01-A05 dur
hgeführt.
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4.2.2 Ts
hebys
he�-Approximation

Hier wurden die Ts
hebys
he�-Matrizen dur
h Vektoren ersetzt und die Rekursion (137)

aus 3.1.3 verwendet:

ψ0 = ψ(0), ψ1 = Hnormψ(0)

ψn+1 = 2Hnormψn − ψn−1 (n ≥ 1).

Die Ergebnisse für ψ(0) na
h (181) sind verglei
hbar mit denen aus 4.1.2 hinsi
htli
h

Genauigkeit, Re
henaufwand und Fehlertoleranz. Statt der Matrixnorm ||TN (A′)||1
wurde die Vektornorm ||ψN ||1 verwendet (zur De�nition siehe (42)).

4.2.3 Bes
hleunigungsverfahren

Grundlage für die Anwendung von Bes
hleunigungsverfahren ist wieder die Taylorrei-

he. Die Rekursion (162) lautet, umges
hrieben auf Vektoren:

ψ−1 = 0, τ0 = e− i zψ(0)

ψn = ψn−1 + τn

τn+1 = − i A′

n+ 1
τn







n ≥ 0.
(182)

Genauso wie im Matrizenfall läÿt si
h eine s
hnellere Konvergenz dur
h geeignetes

Skalieren der Matrix A errei
hen; hier bedeutet jedo
h eine Skalierung um einen Faktor

s, daÿ die Propagation s mal hintereinander dur
hgeführt werden muÿ. Setzt man

s = 2q und verglei
ht mit den Daten aus Tabelle 4, so ergibt si
h unskaliert ein

Approximationsgrad von N = 84, für q = 1 s
hon N = 2 · 51 = 102 usw. bis hin

zu N = 27 · 9 = 1152 für q = 7. Man sieht also, daÿ der Re
henaufwand dur
h

mehrfa
he Propagation trotz s
hnellerer Konvergenz sehr stark ansteigt. Anders als

im Matrizenfall kann hier also ni
ht beliebig herunterskaliert werden. Zu bea
hten ist

allerdings, daÿ bei der Vektorpropagation die Wahl s = 2q ni
ht zwingend ist, so lange
s nur positiv und ganzzahlig ist. Deshalb wurden im folgenden au
h die Ergebnisse zu

s = 3 mit aufgenommen; dies entspri
ht einer Potenz q von

q =
log 3

log 2
≈ 1.585.

Um den Re
henaufwand zu reduzieren, bietet si
h die Verwendung von Bes
hleuni-

gungsverfahren an. Wie bereits in 4.1.5 diskutiert, sind der vektorielle ǫ- bzw. J -

Algorithmus geeignete Verfahren. Als Abbru
hkriterium wurde die Unglei
hung

||ψN − ψN−1||1 < g (183)

mit den Vektoren ψN aus der Taylorrekursion bzw. den von den Bes
hleunigungsrou-

tinen zurü
kgelieferten Vektoren verwendet.
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Taylor vǫ vJ
q s = 2q N gZ N gZ N gZ

0 1 83 7.2 65 7.2 81 7.2

1 2 100 11.9 70 12.2 98 11.8

1.585 3 117 12.9 84 13.3 114 13.3

2 4 132 12.8 100 13.8 128 13.8

3 8 184 12.5 152 13.9 176 13.5

4 16 272 12.4 240 14.0 256 13.3

5 32 416 12.0 384 13.7 384 13.0

6 64 640 11.2 640 13.7 640 13.6

7 128 1152 12.4 1152 14.0 1024 13.4

Tabelle 5: Tabelle zum Verglei
h von Re
henaufwand und erzielter Genauig-

keit von Taylorapproximation, vektoriellem ǫ-Algorithmus (vǫ) und vektorieller J -

Transformation (vJ ) bei der Vektorpropagation und vers
hiedenen Skalierungsgraden

s = 2q: Matrix A01 um z̄ entwi
kelt

Einen Verglei
h für die Matrix A01 und den Vektor ψ(0) na
h (181) liefert Tabelle 5.

Man sieht, daÿ für kleine q die Bes
hleunigungsroutinen den Re
henaufwand verrin-

gern, für gröÿere q dagegen der Re
henaufwand (fast) glei
h bleibt, dafür aber die

Genauigkeit (ggü. der Taylorapproximation) anwä
hst. Im vorliegenden Beispiel wä-

re eine Skalierung mit q = 3 und die Verwendung des vektoriellen ǫ-Algorithmus am
günstigsten, da bei 152 Approximationss
hritten 13.9 gültige Zi�ern errei
ht werden;

eine Verbesserung um 0.1 gZ (entspri
ht 0.7%) erfordet einen um etwa 58% gröÿeren

Re
henaufwand.

Sind die Eigenwerte ni
ht glei
hmäÿig verteilt, so ergeben si
h andere Resultate, wie

in den Tabellen 6 und 7. Aus Tabelle 6 ist ersi
htli
h, daÿ au
h hier bei bekannter

Taylor vǫ vJ
q s = 2q N gZ N gZ N gZ

0 1 83 7.7 66 7.7 80 7.7

1 2 100 12.0 72 11.8 96 12.0

1.585 3 177 12.9 84 13.2 111 13.4

2 4 132 12.8 100 13.5 124 13.5

3 8 184 12.6 152 13.6 168 13.2

4 16 272 12.4 240 13.6 256 13.8

5 32 416 12.1 384 13.5 384 13.5

6 64 640 11.3 640 13.5 621 13.2

7 128 1152 12.5 1152 13.7 1024 13.8

Tabelle 6: Tabelle zum Verglei
h von Re
henaufwand und erzielter Genauigkeit: Matrix

A04 um z̄ entwi
kelt
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Taylor vǫ vJ
q s = 2q N gZ N gZ N gZ

0 1 119 2.8 108 2.8 88 2.8

1 2 136 10.8 102 10.7 79 11.1

1.585 3 153 13.0 102 13.2 81 13.1

2 4 168 13.0 119 13.4 88 13.5

3 8 216 12.3 168 13.1 120 13.2

4 16 304 12.2 256 13.2 192 13.7

5 32 448 12.0 416 13.6 320 13.5

6 64 704 12.0 640 12.9 576 13.8

7 128 1152 12.1 1152 13.7 1024 13.8

Tabelle 7: Tabelle zum Verglei
h von Re
henaufwand und erzielter Genauigkeit: Matrix

A04 um tr(A)/D entwi
kelt

Eigenwertverteilung der vektorielle ǫ-Algorithmus die besten Ergebnisse liefert, obwohl
hier eindeutige Aussagen s
hon s
hwerer zu tre�en sind (vgl. q = 4: N = 240 bei vǫ
und 13.6 gZ ggü. N = 256 und 13.8 gZ bei vJ ).

Entwi
kelt man dagegen um tr(A)/D (D: Matrixdimension)

10

, so sieht man anhand

von Tabelle 7, daÿ die vektorielle J -Transformation deutli
h besser abs
hneidet und

sogar den ǫ-Algorithmus bei der Entwi
klung um z̄ überholt (q = 2: jeweils 13.5 gZ;
Re
henaufwand vǫ: N = 100 ggü. N = 88 bei vJ ).

4.2.4 Verglei
h von Ts
hebys
he�- und Bes
hleunigungsverfahren

Verglei
ht man nun die Ef�zienz der vers
hiedenen Vektorpropagationsmethoden, so

läÿt si
h au
h dur
h den Einsatz von Bes
hleunigungsalgorithmen der Re
henaufwand

ni
ht so weit verringern, daÿ er mit der Ts
hebys
he�-Entwi
klung verglei
hbar wäre.

Der Grund dafür liegt in der langsamen Konvergenz der Taylorreihe, deren Terme

einen weiten Stellenberei
h überstrei
hen, sodaÿ aufgrund der endli
hen Stellenzahl im

Computer Skalierungen notwendig werden, die die Zahl der Approximationss
hritte in

die Höhe treiben.

Anhand der Tabellen 5-7 wird au
h ersi
htli
h, daÿ der Einsatz der Vektorpropagation

kein �bla
k box�-Verfahren darstellt, das wie im Matrixfall (siehe Anmerkungen am

Ende von Abs
hnitt 4.2.3) unabhängig von der Problemstellung angewandt werden

kann; vielmehr ist die Wahl des Skalierungsgrads s und (je na
h Struktur der Matrix)

des verwendeten Algorithmus sehr ents
heidend und muÿ im Einzelfall eventuell dur
h

geeignete Vorversu
he überprüft werden.

Es zeigt si
h im folgenden (siehe Abs
hnitt 5.1.3), daÿ in der Praxis die Bes
hleu-

nigungsverfahren dur
haus eine ernstzunehmende Alternative zum Ts
hebys
he�-Ver-

10

Dies entspri
ht dem arithmetis
hen Mittel der Eigenwerte.



4 NUMERISCHE TESTS 55

fahren darstellen können, wenn ni
ht nur die Re
henzeit und der Spei
herbedarf, son-

dern au
h die erzielte Genauigkeit berü
ksi
htigt wird.
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5 Anwendungen auf Modellsysteme

5.1 Die Zeitentwi
klung von I2

5.1.1 Motivation und physikalis
he Grundlagen

Als einfa
hes physikalis
hes Problem wurde ein zweiatomiges Molekül gewählt, das als

einzigen inneren Freiheitsgrad den Abstand r der Atome voneinander besitzt. Konkret
wurden die Bere
hnungen an einem I2-Molekül dur
hgeführt. Dieses Molekül wird

im übernä
hsten Abs
hnitt (Kap. 5.3) zu dem van der Waals-Molekül HeI2 erweitert,

sodaÿ die in diesem Abs
hnitt vorgestellten Re
hnungen als Vorversu
he zu sehen sind,

um an einem einfa
hen Problem mit den bisher theoretis
h behandelten Methoden

vertraut zu werden.

Der Hamiltonoperator dieses Systems ist dur
h

Ĥ = − 1

2m

∂2

∂r2
+ V̂I−I(r) (184)

gegeben. Die potentielle Energie wird übli
herweise

11

dur
h ein Morse-Potential der

Form

VI−I(r) = Dr

[

e−2αr(r − r0) − 2e−αr(r − r0)
]

(185)

bes
hrieben. Im folgenden wird statt VI−I(r) der Einfa
hheit halber immer V (r) ohne
Indizierung gesetzt. Die Energieeigenwerte für einen Hamiltonoperator der Form (184)

sind analytis
h darstellbar dur
h

Ev = ω0

(

v +
1

2

)

− ω0x
(

v +
1

2

)2

−Dr, (186)

wobei v die Anzahl der S
hwingungsquanten angibt. Die Bestimmungsgröÿen ω0 und

x bere
hnen si
h gemäÿ

ω0 =

√

2Drα2
r

m
(187)

x =
ω0

4Dr

. (188)

Au
h die Eigenfunktionen ψv zu den Eigenwerten Ev sind analytis
h darstellbar. Für

ein Morsepotential mit den Parametern Dr, αr und der Masse m bestimmt die Kon-

stante

κ = 2

√
2mDr

αrh̄
(189)

11

In [40℄ wird darauf hingewiesen, daÿ eine Bes
hreibung des Potentials in der Form (185) physi-

kalis
h ni
ht korrekt ist, da ein endli
hes Potential an der Stelle r = 0 einen von Null vers
hiedenen

Wert der Wellenfunktion an dieser Stelle impliziert und somit die Randbedingung bei r = 0 verletzt

ist. In der Praxis sind die Werte in der Nähe von r = 0 jedo
h genügend groÿ, sodaÿ die Wellen-

funktion an dieser Stelle in guter Näherung vers
hwindet. Der groÿe Vorteil der Verwendung eines

Morsepotentials ist die analytis
he Darstellung der Energieeigenwerte und der Wellenfunktionen, was

die mathematis
he Behandlung des Problems stark vereinfa
ht.
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die Anzahl der mögli
hen gebundenen Zustände [40℄. Es gilt der Zusammenhang

0 ≤ v ≤ κ− 1

2
, (190)

wobei die S
hwingungsquantenzahl v ganzzahlig sein muÿ.

De�niert man die verallgemeinerten Laguerre-Polynome gemäÿ

12

Lκ−2v−1
κ−v−1 (x) =

v∑

j=0

Γ(v + j − κ+ 1)

(v − j)! j!
xv−j, (191)

so ist die vollständige Wellenfunktion in der Koordinate r (bis auf einen Normierungs-

faktor) gegeben dur
h

|v〉 = ψv(r) ∝ e−
κ
2
e−α(r−r0) ·

[

κe−α(r−r0)
](κ−2v−1)/2 · Lκ−2v−1

κ−v−1

(

κe−α(r−r0)
)

. (192)

Abbildung 13 zeigt die typis
he Form des Morsepotentials, die Energieeigenwerte und

die Eigenfunktionen (ni
ht normiert). Die verwendeten Parameter sind unter der Gra-

�k angegeben.

Für Jod betragen die Werte der Parameter na
h [41℄ (ebenso zu �nden in [42, 43, 44,

45, 46℄):

m = 63.5 amu (193)

Dr = 4911 
m−1
(194)

αr = 0.9380 a−1
0 (195)

r0 = 5.6994 a0. (196)

Daraus ergeben si
h

13

ω0 = 128 
m−1
(197)

x = 6.52 · 10−3
(198)

κ = 153.5 ⇒ 0 ≤ vr ≤ 76. (199)

Als Ausgangswellenfunktion wurde eine Überlagerung der Jod-Eigenzustände gemäÿ

ψ0 =
1√
2

(|5〉 + |6〉) (200)

gewählt.

12

In [40℄ wird neben einem zusätzli
hen Normierungsfaktor eine komplexe Phase in die De�nition

eingefügt, die allerdings o. B. d.A. glei
h Eins gesetzt werden kann, um die Wellenfunktion reell zu

ma
hen.

13ω0 ist hier in Einheiten von 
m

−1
angegeben, da das Potential übli
herweise in dieser Einheit

vorliegt. 1 eV entspri
ht 8065.5 
m

−1
.
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Abbildung 13: Potentialform, Energieeigenwerte und Eigenfunktionen eines Morsepo-

tentials mit Dr = 5 
m−1
, r0 = 2 a0, αr = 0.5 a−1

0 und m = 0.3 amu. Die Eigenfunktio-
nen sind ni
ht normiert.

Die zeitli
he Entwi
klung des Systems (200) ist einerseits dur
h

ψ(t) = e− i Ĥtψ0 (201)

mit dem Hamiltonoperator (184) gegeben, andererseits läÿt si
h ψ(t) � da es si
h um

Eigenfunktionen handelt � dur
h

ψ(t) =
1√
2

(

e− iE5t |5〉 + e− iE6t |6〉
)

(202)

darstellen. Na
hdem die Energien E5 und E6 na
h (186) bekannt sind, kann somit die

Genauigkeit des zur Bere
hnung von ψ(t) verwendeten Verfahrens überprüft werden.

5.1.2 Diskretisierung dur
h DVR

Zur Diskretisierung der Wellenfunktion und des Hamiltonoperators wurde das in [41,

47℄ vorges
hlagene DVR-Verfahren angewandt, das im wesentli
hen auf [6℄ zurü
kgeht

und in Anhang B.2 hergeleitet wird.
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Im vorliegenden Fall wird der betra
htete Berei
h von rmin bis rmax glei
hmäÿig in

D Punkte aufgeteilt. Die verwendeten Basisfunktionen sind die Eigenfunktionen des

Kastenpotentials in der Form (270).

Wegen der Orthogonalität der verwendeten Funktionen (siehe Gl. (292), Anh. B.2)

nimmt die Hamiltonmatrix folgende Form an (vgl. [6, Gl. (2.6)℄):

Hαβ = Tαβ + V (rα)δαβ. (203)

Dabei ist die kinetis
he Energie dur
h (293) und das Potential dur
h (185) gegeben.

Die Wellenfunktion läÿt si
h diskretisieren und so zu einem endli
hen Vektor ums
hrei-

ben, wenn man jeweils den Wert der Wellenfunktion am betreffenden Gitterpunkt

betra
htet:

(ψ0)α = ψ0(rα). (204)

5.1.3 Propagationsverfahren

Basierend auf den vorangegangenen Überlegungen wurde ein FORTRAN-Programm

entwi
kelt, das mit den gegebenen Daten die Ausgangswellenfunktion und die Hamil-

tonmatrix aufstellt und die Wellenfunktion propagiert. Na
h einigen Vorversu
hen und

Abs
hätzungen stellte si
h heraus, daÿ nur die in 4.2 vorgestellten Verfahren der Vek-

torpropagation sinnvoll einsetzbar sind, da eine (D×D)-Hamiltonmatrix bei feineren
Unterteilungen und damit wa
hsendem D sehr groÿ wird und damit der Spei
herbe-

darf für die komplexe Zeitentwi
klungsmatrix sehr s
hnell die te
hnis
hen Grenzen

übersteigt, insbesondere bei Systemen mit mehreren Freiheitsgraden.

Als Vorgri� zu 5.3 sollen hier konkrete Zahlen genannt werden. Für das zweidimen-

sionale HeI2-Problem wird in der Literatur (z. B. [41, 46℄) übli
herweise mit einem

256×256-Gitter gearbeitet. Dies hätte für die Matrix des Zeitentwi
klungsoperators U

bei einer Genauigkeit von DOUBLE COMPLEX einen Spei
herbedarf von etwa 64GB

zur Folge, was mit Computern (zum gegenwärtigen Zeitpunkt no
h) ni
ht sinnvoll zu

bewältigen ist. Somit muÿ die Bere
hnung mit Vektormethoden na
h 4.2 dur
hgeführt

werden (ein komplexer Zustandsvektor mit 65536 Einträgen beanspru
ht etwa 1 MB

Spei
herplatz).

Die Hamiltonmatrix wurde in Einheiten von 
m

−1
bere
hnet. Setzt man wie in der

De�nition des Zeitentwi
klungsoperators (3) h̄ = 1, so entspri
ht ein Zeits
hritt von

∆t = 1 einem Zeitintervall von

τ = 5.31 ps =̂
1

1 
m−1
. (205)

Die Grundfrequenz ω0 des Jodidmoleküls beträgt unter diesen Konventionen na
h

(197) 128 
m

−1
, was einer Periodendauer von

T =
1

ω0

=
1

128
τ ≈ 0.0415 ps (206)

entspri
ht.
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Der Koordinatenberei
h wurde mit

rmin = 4.9, rmax = 6.7 (207)

festgelegt (in Einheiten von a0). Als Propagationsverfahren wurden das Ts
hebys
he�-

Verfahren und die Bes
hleunigung mit dem vektoriellen ǫ-Algorithmus ausgewählt und
jeweils mit dem exakten Propagationsergebnis na
h (202) vergli
hen. Der Berei
h der

Eigenwerte wurde über die Maxima und Minima der Energien auf dem Gitter na
h

(68) unter Berü
ksi
htigung der Nullpunktsenergie abges
hätzt.

Tabelle 8 zeigt die Anzahl der Gitterpunkte und die Anzahl der benötigten Approxi-

mationss
hritte bei einer relativen Fehlers
hranke von g = 10−13
.

Aus dieser Tabelle lassen si
h mehrere Ergebnisse ableiten: zum einen steigt mit grö-

ÿerem D die maximal darstellbare kinetis
he Energie und damit die obere Grenze des

Energieberei
hs

14

; damit steigt au
h das ∆z in der Ts
hebys
he�-Entwi
klung und

wegen des exponentiellen Verhaltens der Besselfunktionen Jn(∆z) für n > ∆z au
h

der Approximationsgrad. Im vorliegenden Fall resultiert daraus eine Erhöhung des Re-


henaufwandes um einen Faktor 3�4 bei einer Verdoppelung der Anzahl der Punkte

und ein zusätzli
her Faktor 22 = 4 wegen der Verdoppelung der Vektordimension.

Das vektorielle ǫ-Verfahren zeigt ähnli
hes Verhalten, allerdings ist hier der Re
hen-

aufwand im besten Fall etwa um einen Faktor 2.5 gröÿer. Man sieht, daÿ grundsätzli
h

bei der Verringerung des Skalierungsgrades der Re
henaufwand etwas absinkt, um

dann wieder stark anzusteigen. Bei no
h gröÿeren Normen (es wurden Bere
hnungen

mit ||Ht/s||1 ≈ 50 dur
hgeführt) ist keine Konvergenz zum ri
htigen Ergebnis mehr

mögli
h, was ja aus den Voruntersu
hungen bereits hervorgeht (siehe Abs
hnitt 4.1.3,

Tabelle 2).

Für D = 128 Punkte ist eine Skalierung auf ||Ht/s||1 ≈ 30 am besten, während für

D = 256 ein gröÿerer Skalierungsgrad s bessere Ergebnisse liefert. Der Grund für dieses
unters
hiedli
he Verhalten liegt darin begründet, daÿ die 1-Norm || · ||1 nur ein sehr

ober�ä
hli
hes Kriterium darstellt. Dies wird besonders in Spalte 4 deutli
h, wo bei

glei
her Norm ein sehr unters
hiedli
hes Konvergenzverhalten zu beoba
hten ist. Bei

Matrizen glei
her Norm können einzelne Einträge vom Betrag her sehr stark differieren

und u.U. die interne Stellenzahl des Computers übers
hreiten. Um dieses Problem in

den Gri� zu bekommen, wäre es denkbar, den Wert des betragsgröÿten Eintrags in

der Matrix neben der 1-Norm zur Bestimmung des optimalen Skalierungsgrads s mit
heranzuziehen, oder stattdessen die (re
henintensivere) 2-Norm zu verwenden.

Bei den Bere
hnungen zu Tabelle 8 stellte si
h heraus, daÿ die Genauigkeit des ǫ-
Verfahrens mit einem relativen Fehler von 0.1% die der Ts
hebys
he�-Entwi
klung

(relativer Fehler etwa 1%) um eine Gröÿenordnung übertri�t. Zur Bestimmung des

14

Die Wellenfunktionen |5〉 und |6〉 liegen sehr tief im Potentialtopf und sind im gewählten Raum-

berei
h sehr gut lokalisiert; erst für Wellenfunktionen nahe bei der maximalen S
hwingungszahl von

vmax = 76 ma
ht si
h das �a
he Auslaufen der Potentialkurve und das physikalis
h �fals
he� Ver-

halten bei r = 0 bemerkbar. Für die vorliegende Wellenfunktion ist das energetis
he Minimum im

wesentli
hen dur
h V (r0) = −Dr und das Maximum wegen V (r) → 0 für r → ∞ hauptsä
hli
h dur
h

die maximal darstellbare kinetis
he Energie gegeben.
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Ts
hebys
he� Vektor-ǫ
t
T

||Ht||1 N 1 2 3 4

D = 128 1 350 267 682 640 624 795

2 700 492 1364 1262 1246 1602

3 1050 712 2064 1908 1879 2383

4 1399 930 2787 2522 2506 3402

5 1749 1147 3410 3168 3138 4145

6 2099 1364 4092 3782 3753 4974

7 2449 1579 4774 4428 4388 5974

8 2799 1794 5426 5042 4988 7068

‡

9 3149 2009 6107 5689 5613 7876

†

10 3499 2224 6789 6302 6256 8693

†

D = 256 1 1452 852 2774 2571 2655 3565

5 3986 13853 12741 13311 17094

‡

D = 512 1 3126 � � � �

2 6151 � � � �

Der Wert für N gibt bei der Ts
hebys
he�-Approximation die Approximationsordnung an,

während si
h der Wert für das vektorielle ǫ-Verfahren aus der Gesamtzahl der Aufrufe der

ǫ-Routine ergibt. In den Spalten 1�4 wurden unters
hiedli
he Skalierungen s gewählt, und

zwar

im Fall 1: ||Ht/s||1 ≈ 16
im Fall 2: ||Ht/s||1 ≈ 20
im Fall 3: ||Ht/s||1 ≈ 30
im Fall 4: ||Ht/s||1 ≈ 40
Für s wurde diejenige ganze Zahl gewählt, für die die Norm der skalierten Matrix dem ange-

gebenen Wert entspra
h oder knapp darunter lag.

Zur Konvergenz der reskalierten Matrix Ht/s waren

im Fall 1 
a. 31,

im Fall 2 
a. 36,

im Fall 3 
a. 54 und

im Fall 4 88�101 Aufrufe notwendig.

Der relative Fehler, vergli
hen mit dem exakten Ergebnis na
h Gl. (202), lag immer unter

0.1%, auÿer in den mit † bzw. ‡ markierten Fällen. Bei den mit † gekennzei
hneten Er-

gebnissen lag der Fehler über 0.1%, aber immer no
h unter 1%, während bei den mit dem

‡-Symbol versehenen Resultaten aufgrund von Rundungsfehlern keine Konvergenz auf das

exakte Ergebnis zu beoba
hten war.

Im Verglei
h dazu ist der relative Fehler bei der Ts
hebys
he�-Approximation immer im

Berei
h 1%.

Für D = 512 Punkte wurde aus Zeitgründen nur die Ts
hebys
he�-Entwi
klung herangezo-

gen.

Tabelle 8: Ergebnisse der Zeitentwi
klung von I2.



5 ANWENDUNGEN AUF MODELLSYSTEME 62

relativen Fehlers wurde der Berei
h der Wellenfunktion herangezogen, in dem die

Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte im Rahmen der Zei
hengenauigkeit von 0 vers
hieden ist.

Als Beispiel ist in Abb. 14 der relative Fehler des Bertagsquadrates |ψ(t)| zum Zeit-

punkt t = 9T dargestellt. Betra
htet wurde das Intervall von α = 20 . . . 110. Hier
ist das Wahrs
heinli
hkeitsquadrat von Null vers
hieden (vgl. Abb. 15) und der re-

lative Fehler der Ts
hebys
he�-Entwi
klung unter 10−2
und somit unter 1%, der des

ǫ-Verfahrens sogar unter 0.1%. Das Ansteigen des relativen Fehlers auf 104
in der Nä-

he von α = 0 ist für die Propagation ni
ht relevant, da die dort errei
hten Werte bei

10−14
bzw. 10−18

und somit um 12 bis 16 Gröÿenordnungen unter dem Maximum mit


a. 0.04 liegen.
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Abbildung 14: Logarithmus des relativen Fehlers von |ψ(rα, t)|2, bere
hnet zum Zeit-

punkt t = 9T mit D = 128. Links wurde die Bere
hnung mit der Ts
hebys
he�-

Approximation dur
hgeführt, re
hts mit dem vektoriellen ǫ-Verfahren bei Einer Ska-

lierung auf ||Ht/s||1 ≈ 30. Man erkennt, daÿ der Fehler links in einem weiten Berei
h

unter 1% liegt, re
hts sogar unter 0.1%. Das ǫ-Verfahren wäre somit um fast eine Grö-

ÿenordnung genauer, dafür ist der Re
henaufwand etwa 2.5 mal höher (vgl. Tab. 8). An

den Rändern, wo der Fehler stark ansteigt, ist der Absolutbetrag der Wellenfunktion

nahe bei Null.

Um das Verhalten des ǫ-Algorithmus no
h genauer zu beleu
hten, wurde die Bere
h-

nung zum Zeitpunkt T = 9 mit D = 128 Punkten und einer Skalierung auf ||Ht/s|| ≈
30 mit vers
hiedenen Fehlers
hranken g pro Einzelpropagationss
hritt dur
hgeführt.

Tabelle 9 zeigt die Resultate.

Wie man erkennt, ist die Genauigkeit bei der Bere
hnung von ψ(t) in weiten Berei
hen
unabhängig von der Fehlers
hranke g (g wird hier immerhin um 7 Zehnerpotenzen

verringert!). Glei
hzeitig sinkt die Zahl der ǫ-Aufrufe, sodaÿ bei g = 10−6
der Re-


henaufwand gegenüber g = 10−13
bei glei
hbleibenden Resultaten um 40% reduziert

werden kann.



5 ANWENDUNGEN AUF MODELLSYSTEME 63

g Anzahl der ǫ-Aufrufe rF

10−13
5613 10−3

10−12
5196 10−3

10−11
4801 10−3

10−10
4400 10−3

10−9
4095 10−3

10−8
3863 10−3

10−7
3683 10−3

10−6
3362 10−3

10−5
5091 ≈ 1

Tabelle 9: Abhängigkeit der Anzahl der ǫ-Aufrufe und des relativen Fehlers rF von der

Fehlers
hranke g. Bis g = 10−6
ist der ǫ-Algorithmus stabil, darunter treten Instabili-

täten auf.

Somit ist das ǫ-Verfahren trotz des erhöhten Spei
her- und Re
henbedarfs an Genau-

igkeit der Ts
hebys
he�-Approximation überlegen und stellt deshalb eine ernstzuneh-

mende Alternative dar.

Um die Bere
hnungen zu illustrieren und die Zeitentwi
klung von I2 darzustellen,

wurden in Abb. 15 die Ergebnisse der Ts
hebys
he�-Entwi
klung für D = 128 und

t = 0 . . . 9T gra�s
h dargestellt. In den gezeigten Abbildungen wurde jeweils (bis auf

den Fall t = 0) die aus der Approximation erhaltene Lösung mit der exakten in ein

Diagramm gezei
hnet. Man sieht im Rahmen der Zei
hengenauigkeit völlige Überein-

stimmung der beiden Kurven. Somit ist zumindest qualitativ die Verwendbarkeit der

getesteten Verfahren bestätigt.

Detailliertere Untersu
hungen (z. B. mit extrem groÿen Zeits
hritten oder feineren Auf-

lösungen) würden den Rahmen dieses Kapitels sprengen, das � wie zu Anfang bereits

angedeutet � als Einführung in die Methodik und als Vorbereitung auf das übernä
h-

ste Kapitel zu sehen ist.
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Abbildung 15: Zeitentwi
klung von I2 (Fortsetzung auf der nä
hsten Seite).
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Abbildung 15 (Fortsetzung): Zeitentwi
klung von I2

in Zeitabständen von T = 1
ω0

= 0.0415 ps. Der Ein-
fa
hheit halber wurde die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte

|ψ(rα, t)|2 als Funktion des Index α angegeben und

auf eine Umre
hnung in Abstände gemäÿ (269) ver-

zi
htet.
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5.2 Propagation dur
h SPO-Verfahren

Als direkter Verglei
h wurde die Zeitentwi
klung von I2 mit dem in Abs
hnitt 3.4 vor-

gestellten split operator-Verfahren dur
hgeführt und ebenso wie im vorigen Abs
hnitt

mit der exakten Lösung na
h Gl. (202) vergli
hen.

Für die dur
hzuführenden Fast Fourier-Transformationen wurde die Routine C06FCF

aus der NAG-Bibliothek verwendet [38℄. Diese Routine bere
hnet aus einer Reihe zα
von komplexen Zahlen (α = 0, . . . , D− 1) die Fourier-transformierten Gröÿen ẑβ (β =
0, . . . , D − 1) na
h

ẑβ =
1√
D

D−1∑

α=0

zα exp

(

−2π i
αβ

D

)

. (208)

Diese Transformation wird verwendet, um die Wellenfunktion von der Orts- in die

Impulsdarstellung überzuführen. Dazu werden für die zα die Werte

zα = ψ(rα)

der Wellenfunktion ψ an den Gitterpunkten α eingesetzt; die Gröÿen ẑβ bilden dann

die Transformierte, also

ẑβ = ψ̂(kβ).

Den Punkten rα im Ortsraum werden Impulse kα zugeordnet gemäÿ

15

kα =
(

α− D

2

)
2π

D(rmax − rmin)
. (209)

Der Betrag des Impulses liegt somit im Berei
h

0 ≤ |k| ≤ π

rmax − rmin

. (210)

Bei der Propagation wurde der vorgegebene Zeits
hritt ∆t in N kleinere Zeits
hritte

δt zerlegt, sodaÿ zum einen die Glei
hung

∆t = Nδt (211)

und zum anderen das Stabilitätskriterium

δt ≈ ∆tkrit

5
(212)

erfüllt ist. ∆tkrit wurde in Abs
hnitt 3.4, Gl. (143) de�niert.

Somit gilt:

N = 5
[

∆t

∆tkrit

]

. (213)

15

Gl. (209) setzt voraus, daÿ D gerade ist. Für die ef�ziente Verwendung von FFT-Algorithmen ist

es empfehlenswert, daÿ D eine Potenz von 2 ist [11℄, sodaÿ diese Voraussetzung in der Praxis keine

Eins
hränkung darstellt.
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Die Klammern [x] bezei
hnen hierbei den ganzzahligen Anteil von x. Zur Propagation
über den Zeits
hritt ∆t müssen also N Transformationen bzw. Rü
ktransformationen

dur
hgeführt werden.

Zur Bere
hnung der Rü
ktransformation in den Ortsraum wurde die Zahlenfolge zuerst

komplex konjugiert, dann mit der Routine C06FCF transformiert und ans
hlieÿend

wieder komplex konjugiert. Dies entspri
ht einer inversen Transformation. Somit sind

2N Transformationsaufrufe notwendig.

Tabelle 10 zeigt den Re
henaufwand bei einer Unterteilung des Raumberei
hs in D =
128 bzw. D = 256 Gitterpunkte.

Zahl der Transformationen N
∆t/10−3

ps D = 128 D = 256
1 37 107

2 75 215

3 113 323

4 151 431

5 189 539

6 226 647

7 264 755

8 302 863

9 340 971

10 378 1079

102
3780 10798

103
37801 107984

Tabelle 10: Anzahl der Transformationen N bei gegebenem Zeits
hritt ∆t. Der Raum-
berei
h wurde in D = 128 bzw. D = 256 Punkte aufgeteilt.

Anhand der vorliegenden Daten

16

konnte die theoretis
h geforderte Skalierung des Re-


henaufwandes mitD log2D überprüft werden

17

. Hierzu wurde mit der Kompileroption

16

Es zeigte si
h, daÿ die Bere
hnungen bis etwa ∆t = 10−2
ps stabil sind, ab dann werden Ab-

wei
hungen der Graphen (exakte Lösung/SPO-Ergebnis) voneinander erkennbar, die mit steigendem

∆t zunehmen. Dieses Verhalten ist unabhängig davon, mit wel
her Punktauflösung propagiert wird.

Au
h eine Vers
härfung des Stabilitätskriteriums auf

δt ≈ ∆tkrit

20
(214)

bra
hte hier keine Veränderungen. Somit liegt den Bere
hnungen ein systematis
her Fehler zugrunde,

der aus Zeitgründen leider ni
ht mehr korrigiert werden konnte. Dies betri�t aber ni
ht die folgenden

Ausführungen bezügli
h des Re
henaufwandes, sodaÿ dieses Kapitel trotzdem (mit diesen Eins
hrän-

kungen) in die Arbeit aufgenommen wurde. Aussagen über die Genauigkeit können allerdings �

abgesehen von der theoretis
h geforderten O(∆t3)-Abhängigkeit des Fehlers � ni
ht gema
ht wer-

den.

17

In [38℄ wird darauf hingewiesen, daÿ diese theoretis
he Grenze nur mit Potenzen von 2 errei
ht

werden kann. Deshalb wurden hier die Werte D = 128 = 27
und D = 256 = 28

verwendet.
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-pg der Pro�ler aktiviert, der u. a. die Laufzeit des Programms protokollierte. Um ver-

läÿli
he Daten zu erhalten, wurden gröÿere Propagationss
hritte bis zu ∆t = 1 ps in
die Tabelle 10 aufgenommen.

Es ergaben si
h folgende Laufzeiten:

Laufzeit ttotal in s

∆t/10−3
ps D = 128 D = 256

102
2.92 15.66

103
26.68 156.56

Um den O�set toff dur
h Initialisierungsroutinen u. ä. zu eliminieren, wurde folgendes

Glei
hungssystem zur Bestimmung der Zeit tstep für einen Propagationss
hritt heran-

gezogen:

N1tstep + toff = ttotal,1

N2tstep + toff = ttotal,2

Setzt man hier die Werte für N und die Laufzeiten ein, so erhält man:

tstep = 7.0 · 10−4 s für D = 128,

tstep = 1.5 · 10−3 s für D = 256.

Für das Verhältnis des Re
henaufwandes ergibt si
h hier

tstep,D=256

tstep,D=128

=
15

7
≈ 2.14, (215)

während theoretis
h

256 log2 256

128 log2 128
=

16

7
≈ 2.29 (216)

zu erwarten ist. Die beiden Werte stimmen relativ gut überein, die Abwei
hungen

ergeben si
h hauptsä
hli
h daraus, daÿ der Pro�ler selbst die Laufzeit der Programme

beein�uÿt.

Somit ist das SPO-Verfahren gerade bei gröÿeren Problemen gut geeignet, den Re-


henaufwand zu minimieren. Insbesondere bei dem in Abs
hnitt 5.3 behandelten Pro-

blem lieÿen si
h die Re
hnungen deutli
h bes
hleunigen. Wie bereits festgestellt, kann

mit dem hier verwendeten Algorithmus jedo
h nur über Zeiten in der Gröÿenordnung

∆t = 10−2
ps propagiert werden, was für die dort anfallenden Bere
hnungen ni
ht

ausrei
hend ist.

5.3 Das van der Waals-Molekül HeI2

5.3.1 Physikalis
he Grundlagen

In [42℄ ist ein T-förmiges Modell von HeI2 ohne Rotation bes
hrieben. Dies ist ein

Drei-Körper-Problem mit dem Hamilton-Operator

Ĥ = − 1

2m

∂2

∂r2
− 1

2µ

∂2

∂R2
+ V̂I−I(r) + 2V̂He−I (ρ(r,R)) , (217)
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wobei die potentiellen Energien jeweils wieder dur
h Morse-Potentiale der Form

VI−I(r) = Dr

[

e−2αr(r − r0) − 2e−αr(r − r0)
]

(218)

bzw.

VHe−I(ρ) = Dρ

[

e−2αρ(ρ− ρ0) − 2e−αρ(ρ− ρ0)
]

(219)

dargestellt werden. Dabei ist R der Abstand des Helium-Atoms vom S
hwerpunkt des

I2, r der Abstand der beiden Jod-Atome und

ρ = ρ(r,R) =
√

R2 + r2/4 (220)

der Abstand des Helium-Atoms zu einem Jod-Atom (siehe au
h Abb. 16).Dabei wird

die Bewegung des Heliumatoms stets senkre
ht zur Verbindungslinie der Jod-Atome

angenommen, d. h. das System besitzt nur zwei Freiheitsgrade. µ ist die reduzierte

Masse von He�I und m die reduzierte Masse des I2. Dieses Modell ist von Interesse

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏

r

r

rr

r/2

R

ρ

I

I

He

Abbildung 16: Zur Geometrie des HeI2-Problems.

hinsi
htli
h einer unimolekularen Dissoziation der Form

HeI2(v) → He + I2(v
′) (221)

und ist theoretis
h von Gray, Ri
e und Mitarbeitern [42, 43, 44, 45, 46, 48, 49, 50,

51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58℄ als au
h experimentell [59, 60℄ gut untersu
ht, so daÿ

Verglei
hsdaten vorliegen.

In [42℄ wird bes
hrieben, daÿ die klassis
he Bewegung eines Systems aus gekoppelten,

ni
htlinearen Oszillatoren bei geringen Energien meist quasiperiodis
h verläuft, wäh-

rend bei höheren Energien die Bewegung 
haotis
h wird. Eine 
haotis
he Bewegung

erlaubt einen sehr s
hnellen intramolekularen Energietransfer, sodaÿ die Dissoziations-

rate prinzipiell dur
h einen statistis
hen Formalismus bere
hnet werden kann. Studien

von Oxtoby und Ri
e [61℄ dagegen zeigen, daÿ isolierte ni
htlineare Resonanzen auf-

treten können, wenn die Frequenzen der gekoppelten Oszillatoren stark voneinander
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abwei
hen. Diese Resonanzen können Energie spei
hern und beein�ussen die Dyna-

mik des Systems beträ
htli
h, sodaÿ diese si
h einer rein statistis
hen Bes
hreibeung

entzieht.

Als wi
htiges Ergebnis stellen Gray, Ri
e und Noid in [42℄ fest, daÿ für niedrige Vibra-

tionszustände (v ≤ 5) des I2-Anteils die Dissoziation von HeI2 rein quantenme
hanis
h
begründet ist (unter klassis
her Bes
hreibung wäre dieses Molekül also stabil), wäh-

rend für höhere Zustände die Dissoziation au
h klassis
h erlaubt ist und hier sowohl

quantenme
hanis
he als au
h klassis
he Faktoren die Dissoziationsrate beein�ussen.

Experimentell wurden die Ergebnisse überprüft, indem Helium unter hohem Dru
k

über festes Jod bei Zimmertemperatur geführt wurde und dann dur
h eine kleine

Ö�nung in einen Berei
h mit niedrigem Dru
k expandieren konnte [59, 60℄. Der so

entstehende Übers
hallstrahl wurde mit einem dur
hstimmbaren Farbsto�laser ange-

regt und spektroskopis
h untersu
ht. Es zeigte si
h hier, daÿ die Dissoziation von HeI2

hauptsä
hli
h dur
h den Übergang v → v′ mit v′ = v − 1 bestimmt wird.

Die verwendeten Potentialdaten von Jod wurden bereits an anderer Stelle verwendet.

Hier sind sie no
h einmal zum Verglei
h zusammen mit den Daten für das He�I-

Potential angegeben (aus [41℄):

Dr = 4911 
m−1, αr = 0.9380 a−1
0 , r0 = 5.6994 a0,

Dρ = 18 
m−1, αρ = 0.6033 a−1
0 , ρ0 = 7.5589 a0.

(222)

Man sieht anhand dieser Daten die unters
hiedli
he Bindungsstärke zwis
hen den bei-

den Jodatomen (Dr) und der van der Waals-Bindung (Dρ). Der Potentialverlauf ist in

Abb. 17 gra�s
h dargestellt.

In [41℄ wurde mit Hilfe des DVR-Verfahrens der quasi-gebundene Anfangszustand nu-

meris
h ermittelt und dieser unter Anwendung der split operator-Methode (s. 3.4 und

5.2) propagiert. Hier soll ein anderer Weg bes
hritten werden: es zeigt si
h (siehe 5.3.3),

daÿ si
h in guter Näherung die Bewegung der Jodatome entlang der r-Koordinate von
der des Heliumatoms (R) entkoppeln läÿt, sodaÿ der Anfangszustand ψ0 als Produkt

zweier Eigenzustände der jeweiligen Morsepotentiale bes
hreiben werden kann. Diese

Näherung wird dann aufgehoben, um die We
hselwirkung zwis
hen Jod und Helium

zu ermögli
hen. Der Hamiltonoperator (217) wird dann dur
h Wahl eines Gitters und

geeigneter Basisfunktionen der Form (270) mittels DVR-Formalismus in eine Matrix

übersetzt (siehe 5.3.2), um die Wellenfunktion ψ0 propagieren zu können. Diese Vor-

gehensweise stützt si
h auf [42, 46, 47, 56℄.

5.3.2 Diskretisierung dur
h DVR

Die Diskretisierung wurde analog zu 5.1.2 dur
hgeführt; deshalb werden hier im we-

sentli
hen die Unters
hiede herausgestellt, die si
h dur
h den zusätzli
hen Freiheitsgrad

ergeben. Der Übersi
htli
hkeit wegen werden einige Ergebnisse aus dem oben zitierten

Kapitel no
hmals aufgeführt.

Da es si
h bei den hier betra
hteten Problem um ein System mit zwei Freiheitsgraden

(r, R) handelt, wird ein zweidimensionales Gitter gewählt, das in r-Ri
htung den
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Berei
h von rmin bis rmax und in R-Ri
htung den Berei
h von Rmin bis Rmax abde
kt.

Die Anzahl der Punkte in r- und R-Ri
htung betrage glei
hermaÿen D. Im folgenden

bezei
hnet der Index α die r-Ri
htung, der Index β die R-Ri
htung.
Die verwendeten Basisfunktionen sind die bereits in 5.1 verwendeten Eigenfunktionen

des Kastenpotentials in der Form

〈rα|j〉 =

√

1

D + 1
sin

(
αjπ

D + 1

)

(223)

bzw.

〈Rβ|k〉 =

√

1

D + 1
sin

(

βkπ

D + 1

)

. (224)

Der Indizes j und k numerieren die Eigenfunktionen dur
h und laufen jeweils von 1

bis D. Die rα, Rβ sind dabei analog zu Gln. (268), (269) in Anhang B.2 de�niert.

Aus diesen Funktionen werden Produkte der Form 〈rαRβ|jk〉 gebildet. Im zweidimen-

sionalen Fall nimmt die Hamiltonmatrix unter Berü
ksi
htigung der Orthogonalität

der Basisfunktionen die folgende Form an (vgl. (203)):

Hαβ,α′β′ = Tαα′δββ′ + Tββ′δαα′ + VI−I(rα)δαα′δββ′ + VHe−I (ρ(rα, Rα)) δαα′δββ′ . (225)

Dabei sind die kinetis
hen Energien dur
h

Tαα′ = − 1

2m

〈

rα

∣
∣
∣
∣
∣

∂2

∂r2
α′

∣
∣
∣
∣
∣
rα′

〉

(226)

bzw.

Tββ′ = − 1

2µ

〈

Rβ

∣
∣
∣
∣
∣

∂2

∂R2
β′

∣
∣
∣
∣
∣
Rβ′

〉

(227)

und die Potentiale dur
h (185) und (219) gegeben.

Damit H in �klassis
her� Weise als Matrix dargestellt werden kann, wird eine eindeutige

Abbildung des Doppelindex αβ auf einen einfa
hen Index γ de�niert dur
h

18

:

γ : (α, β) → (β − 1)D + α, α = 1, . . . , D, β = 1, . . . , D (228)

Die Ausgangswellenfunktion ψ0 läÿt si
h diskretisieren und als Vektor darstellen mit

den Komponenten

(ψ0)γ = (ψ0)αβ = ψ0(rα, Rβ) (229)

18

natürli
h wäre au
h γ̃ : (α, β) → (α − 1)D + β mögli
h.
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5.3.3 Die Wellenfunktion ψ0

Um ψ0 in analytis
her Form darstellen zu können, ist eine Entkopplung der beiden

Koordinaten (r, R) notwendig. Na
hdem die Kopplung über die Koordinate ρ = ρ(r,R)
zustandekommt, betra
htet man die Taylorentwi
klung von ρ(r,R) (vgl. dazu au
h

[42℄):

ρ(r,R) ≈ ρ0 + (r − r0)
∂ρ

∂r
(r0, R0) + (R −R0)

∂ρ

∂R
(r0, R0)

= ρ0 +
1

4
(r − r0)

r0
ρ0

+ (R−R0)
R0

ρ0

(230)

Einsetzen von ρ0, r0 und R0 =
√

ρ2
0 − r20/4 aus (222) liefert:

R0

ρ0

≈ 5 · 1

4

r0
ρ0

, (231)

sodaÿ näherungsweise die Abhängigkeit von r verna
hlässigt werden kann:

ρ̃ = ρ̃(R) = ρ0 + (R−R0)
R0

ρ0
. (232)

Setzt man nun ρ̃ anstelle von ρ in das Potential VHe−I ein, erhält man:

2VHe−I(ρ̃) = 2Dρ

[

e−2αρ(ρ̃− ρ0) − 2e−αρ(ρ̃− ρ0)
]

(233)

= DR

[

e−2αR(R −R0) − 2e−αR(R −R0)
]

(234)

= VR(R) (235)

unter Ausnutzung von (232) und mit den De�nitionen

αR =
R0

ρ0
αρ = 0.5588 a−1

0 , (236)

DR = 2Dρ = 36 
m−1, (237)

R0 =

√

ρ2
0 −

r2
0

4
= 7.0012 a0. (238)

Der Hamiltonoperator (217) läÿt si
h mit dem Potential VR ums
hreiben zu

Ĥ = − 1

2m

∂2

∂r2
+ V̂I−I(r) −

1

2µ

∂2

∂R2
+ V̂R(R)

︸ ︷︷ ︸

+ 2V̂He−I (ρ(R, r)) − V̂R(R)

︸ ︷︷ ︸

= Ĥ0 + V̂

(239)
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Verna
hlässigt man aufgrund obiger Überlegungen den Anteil V̂, so zerfällt Ĥ ≈ Ĥ0

in zwei voneinander unabhängige Hamiltonoperatoren Ĥr bzw. ĤR, sodaÿ si
h die

Eigenfunktion ψ0 als Produkt zweier Eigenfunktionen zum Morsepotential s
hreiben

läÿt.

Setzt man die im vorliegenden Fall zugrundeliegenden Zahlenwerte ein, so erhält man

κr = 153.5 ⇒ 0 ≤ vr ≤ 76
κR = 5.450 ⇒ 0 ≤ vR ≤ 2.

(240)

5.3.4 Wahl des Koordinatenberei
hes

Der maximale Koordinatenberei
h wurde in Anlehnung an [41℄ mit

rmin = 4.5, rmax = 8.0,
Rmin = −4.0, Rmax = 60

(241)

festgelegt (in Einheiten von a0). Das Potential Vges(r,R) in diesem Berei
h, das na
h

(217) gemäÿ

Vges(r,R) = VI−I(r) + 2VHe−I (ρ(r,R)) (242)

gegeben ist, ist in Abb. 17 als Höhenliniendiagramm abgebildet. Die eingetragenen

Potentialwerte sind in Einheiten von 103

m

−1
, die Abstände in a0 angegeben. Der

R→

↑
r

Abbildung 17: Potentialverlauf für das HeI2-Problem in den Koordinaten r und R
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negative Wert für Rmin soll Randein�üsse minimieren; Anteile der Wellenfunktion, die

dur
h die endli
he Potentials
hwelle bei R = 0 tunneln und am linken Rand des Gitters

re�ektiert werden, müssen auf ihrem Weg zurü
k diese Barriere no
hmals überwinden

und werden dadur
h sehr stark abges
hwä
ht. Somit hat der physikalis
h fals
he end-

li
he Wert des Potentials an den Stellen R = 0 keinen nennenswerten praktis
hen

Ein�uÿ (vgl. dazu Fuÿnote 11 auf Seite 56).

Rmax ist sehr groÿ gewählt, damit die Wellenfunktion über genügend groÿe Zeits
hritte

propagiert werden kann, ohne daÿ Ein�üsse vom re
hten Rand berü
ksi
htigt werden

müssen (vgl. dazu au
h die Anmerkungen im Anhang von [46℄)

19

.

Na
hdem der Jodid-Anteil des Moleküls ni
ht dissoziiert, sind Ein�üsse von den Rän-

dern des r-Berei
hs ni
ht zu erwarten. Die Wellenfunktion ist für die betra
hteten

Jod-Vibrationszustände (im unteren Teil des Potentials) gut lokalisiert und fällt na
h

auÿen exponentiell ab (siehe dazu au
h die Ergebnisse aus 5.1). In [41℄ wird bespielswei-

se die Wellenfunktion mit vr = 20, vR = 0 propagiert

20

. Diese besitzt na
h Glei
hung

(186) die Energie E20,0 ≈ −2661 
m−1
. Aus Abb. 17 ist ersi
htli
h, daÿ diese Wellen-

funktion im wesentli
hen innerhalb der gestri
helten Linie für V = −2.5 · 103

m

−1

lokalisiert ist, d.h. im Berei
h 5.1 ≤ r ≤ 7.0.

Die Auflösung des Gitters sollte an die Zahl der Knoten der Wellenfunktion angepaÿt

werden; na
h [6℄ rei
hen drei bis vier Gitterpunkte pro deBroglie-Wellenlänge für eine

relative Genauigkeit von 10−4
bis 10−5

aus.

5.4 Propagation und Ergebnisse

Zuerst wurde der Zustand mit vr = 5 auf einem 50 × 50-Gitter bere
hnet und mit

dem Ts
hebys
he�-Verfahren propagiert. Das Maximum Rmax wurde im Gegensatz

zu (241) auf 7.0 a0 reduziert, um die relative Auflösung zu erhöhen. Abbildung 18

zeigt das Betragsquadrat der Wellenfunktion zum Zeitpunkt t = 0. Zur Darstellung
wurde ein Konturplot gewählt, der mit IDL 5.0 [62℄ aus den bere
hneten Daten er-

zeugt wurde. Die Darstellung ist logarithmis
h; der Übergang von einer Konturlinie

zur nä
hsten entspri
ht zum Zentrum der Wellenfunktion hin einem Anwa
hsen der

Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte um einen Faktor 10.

Der Zeits
hritt wurde mit ∆t = 0.1 ps festgelegt. Für die Propagation über diesen

Zeits
hritt waren 462 Approximationss
hritte notwendig. Die Gra�ken in Abb. 20 zei-

gen das Betragsquadrat der Wellenfunktion zu den Zeiten t = 1.0 ps, t = 2.0 ps und
t = 3.0 ps. Man sieht deutli
h, daÿ si
h die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit mit stei-

gendem t in Berei
he mit gröÿerem R ausdehnt. Das bedeutet, daÿ si
h das Helium-

19

Ni
ht bei allen physikalis
hen Problemstellungen ist es mögli
h, die Randbedingungen so zu

wählen, daÿ Randein�üsse umgangen werden können (man denke z. B. an ein Stoÿproblem mit zwei

Reaktionspartnern, deren Ges
hwindigkeiten si
h na
h dem Stoÿ sehr stark unters
heiden. Hier könnte

die auslaufende Welle des einen Teil
hens am Rand re�ektiert werden und die Welle des anderen

Teil
hens überlagern und die Ergebnisse verfäls
hen). Eine Mögli
hkeit, dies zu vermeiden, liefert die

Verwendung von sog. optis
hen Potentialen. Dies wird in Anhang C genauer ausgeführt.

20

Die He�I-Verbindung soll im Ausgangszustand ni
ht angeregt sein, d. h., es wird im folgenden

immer implizit vR = 0 vorausgesetzt.



5 ANWENDUNGEN AUF MODELLSYSTEME 75

R→

↑
r

Abbildung 18: |ψ0|2 für vr = 5; Gittergröÿe 50 × 50 Punkte

Atom zu späteren Zeiten mit steigender Wahrs
heinli
hkeit in gröÿerer Entfernung

vom Jodid-Anteil aufhält.

Bei den Bere
hnungen zeigte si
h auÿerdem ein oszillatoris
hes Verhalten in r-Ri
htung.
Um dies zu illustrieren und die Zeitentwi
klung ans
hauli
her darzustellen, wurde

aus den einzelnen Momentaufnahmen der Wellenfunktion im Abstand t = 0.1 ps
eine Sequenz erstellt, die die Propagation von HeI2 mit vr = 5 im Zeitintervall 0

bis 3.5 ps zeigt

21

. Diese Animation ist auf der beiliegenden Diskette im Verzei
hnis

/animationen unter v5_anim.gif zu �nden.

Um den Zusammenhang zwis
hen Gittergröÿe bzw. Auflösung und Re
henaufwand

etwas genauer zu beleu
hten und das Verhalten der Wellenfunktion für höhere Quan-

tenzahlen vr zu untersu
hen, wurde no
h der Zustand mit vr = 10 auf einem 100×100-
Gitter analog zu obigen Ausführungen propagiert, diesmal allerdings auf dem vollen

Koordinatenberei
h na
h (241). Abbildung 19 zeigt die Ausgangssituation.

Als Zeits
hritt wurde ∆t = 0.05 ps gewählt. Die Zahl der Approximationss
hritte pro
Zeits
hritt betrug in diesem Fall 279. Die Bere
hnung eines Zeits
hrittes betrug auf

der ZEUS (SGI-Challenge Vektorre
hner) immerhin 14.5 Stunden.

Abbildung 21 zeigt das Absolutquadrat der Wellenfunktion zu den Zeiten t = 0.5 ps,

21

Die Animation wurde mit dem Programm WhirlGIF Version 2.01 von Kevin Kadow erzeugt. Die

Software ist frei erhältli
h unter http://www.msg.net/utility/whirlgif/.
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R→

↑
r

Abbildung 19: |ψ0|2 für vr = 10; Gittergröÿe 100 × 100 Punkte

t = 1.0 ps und t = 1.5 ps.
Au
h hier wurde eine kleine animierte Sequenz erstellt; sie ist im glei
hen Verzei
hnis

unter v10_anim.gif zu �nden. Die Animation zeigt die Zeitentwi
klung von t = 0 bis

t = 1.5 ps in S
hritten von ∆t = 0.05 ps.
Man erkennt an den Momentaufnahmen in Abb. 21 und anhand der animierten Bildfol-

ge ein grundsätzli
h ähnli
hes Verhalten der Wellenfunktion im Verglei
h zu Abb. 20.

Allerdings breitet si
h die Wellenfunktion deutli
h s
hneller na
h re
hts aus. Dies be-

deutet, daÿ der höher angeregte Zustand s
hneller dissoziiert, was au
h theoretis
h zu

erwarten war (vgl. hierzu [43, 44℄).

Ursprüngli
h war im Rahmen dieser Arbeit geplant, Bere
hnungen für den Zustand

vr = 20 mit aufzunehmen, um die daraus resultierenden Ergebnisse mit denen aus

[41℄ zu verglei
hen. Wie bereits erwähnt, wurde dort auf einem 256 × 256-Gitter pro-
pagiert. Diese hohe Auflösung ist notwendig, um die Bere
hnungen mit ausrei
hender

Genauigkeit dur
hführen zu können (vgl. hierzu die Anmerkungen zur Gitterauflösung

am Ende von Abs
hnitt 5.3.4). Die in oben zitierter Arbeit bes
hriebenen Ergebnisse

sind allerdings sehr knapp gehalten (was in einem per Internet verö�entli
hten Artikel

dur
haus sinnvoll ist), insbesondere fehlen genauere Angaben über den verwendeten

Darstellungsmodus (unklar ist z. B. die Zunahme der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte von

einer Konturlinie zur nä
hsten), sodaÿ insbesondere ein gra�s
her Verglei
h wenig
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aussagekräftig wäre.

Wie bereits in Abs
hnitt 5.1.3 am eindimensionalen Jodidmolekül diskutiert, steigt

der Re
henaufwand bei Erhöhung der Auflösung stark an. Hier im zweidimensionalen

Fall steigt die Vektordimension dur
h den Übergang von 100 auf 256 Punkte auf das

2.562
-fa
he; die Hamiltonmatrix wird daher 2.564 ≈ 43 mal so groÿ. Daneben ist ein

Faktor in der Gröÿenordnung 3-4 dur
h die erhöhte obere Grenze des Energieberei
hs

zu erwarten. Der gesamte Re
henaufwand steigt deshalb auf das 130-170fa
he, weshalb

von einer Dur
hführung dieser Bere
hnungen � insbesondere im Hinbli
k auf den

Zeitrahmen dieser Arbeit � abgesehen wurde.
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R→

↑
r

t = 1.0 ps

R→

↑
r

t = 2.0 ps

R→

↑
r

t = 3.0 ps

Abbildung 20: Propagation der Wellenfunktion mit vr = 5 zu vers
hiedenen Zeiten t.
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R→

↑
r

t = 0.5 ps

R→

↑
r

t = 1.0 ps

R→

↑
r

t = 1.5 ps

Abbildung 21: Propagation der Wellenfunktion mit vr = 10 zu vers
hiedenen Zeiten t.
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6 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde versu
ht, einen Überbli
k über mögli
he Verfahren

zur Lösung der zeitabhängigen S
hrödinger-Glei
hung zu geben. Besondere Aufmerk-

samkeit wurde dabei auf die Extrapolationsmethoden geri
htet, da entspre
hende Vor-

untersu
hungen [15, 22℄ darauf s
hlieÿen lieÿen, daÿ derartige Verfahren au
h hier mit

Erfolg eingesetzt werden könnten.

Diese Vermutung hat si
h zum groÿen Teil bestätigt. Insbesondere bei der Bere
hnung

der Matrixexponentialfunktion bieten si
h dur
h den Einsatz von Bes
hleunigungs-

verfahren leistungsfähige Algorithmen zur numeris
hen Bere
hnung des Zeitentwi
k-

lungsoperators, die mit gängigen Verfahren dur
haus konkurrieren können. Besonders

der vektorielle ǫ-Algorithmus und die vektorielle J -Transformation weisen hier gute

Resultate auf.

Allerdings ist die Darstellung dieses Operators in Matrixform derzeit in konkreten

physikalis
hen Problemen (insbesondere mit mehreren Freiheitsgraden) no
h zu spei-


herintensiv, um auf Computern sinnvoll eingesetzt werden zu können. Da si
h dies bei

der ras
hen Entwi
klung auf dem Computersektor si
her ändern wird, steht einem Ein-

satz der in Abs
hnitt 2 vorgestellten Matrixverfahren grundsätzli
h ni
hts im Wege.

Diese Verfahren bieten nämli
h den Vorteil, daÿ z. B. vers
hiedene Ausgangswellen-

funktionen, die denselben Hamiltonoperator besitzen und im selben Koordinatenbe-

rei
h de�niert sind, dur
h einfa
he Matrixmultiplikation mit dem zuvor bere
hneten

Zeitentwi
klungsoperator zu propagieren. Mehrfa
hes Hintereinanders
halten dieser

Operation erlaubt es, die zeitli
he Entwi
klung eines Systems zu beoba
hten. Hier

muÿ die Zeitentwi
klungsmatrix nur einmal bere
hnet und abgespei
hert werden und

steht dann für alle folgenden Bere
hnungen zur Verfügung.

S
heidet die Verwendung von Matrizen aus, so bietet si
h die Vektorpropagation an

(Abs
hnitt 3). Au
h hier ist der Einsatz von Extrapolationsmethoden mögli
h, wobei

hier � anders als im Matrizenfall � kein allgemeingültiges �Rezept� vorgestellt wer-

den kann, wie die Bere
hnungen optimal dur
hgeführt werden können. Vielmehr spie-

len hier viele Faktoren eine Rolle, z. B. die Norm der Hamiltonmatrix, die Verteilung

der Energieeigenwerte, der Skalierungsgrad, der Spei
herbedarf usw., sodaÿ hier Vor-

versu
he notwendig werden, um die Bere
hnungen zu optimieren. Hier zeigte es si
h,

daÿ die Bes
hleunigungsverfahren ni
ht mit den momentan übli
herweise verwendeten

Verfahren konkurrieren können, was Re
henaufwand und Spei
herbedarf betri�t. Zieht

man allerdings die erzielbare Genauigkeit hinzu, so s
hneiden die Bes
hleunigungsal-

gorithmen deutli
h besser ab und übertre�en zum Teil die �Standardverfahren�.

Somit erweisen si
h die Extrapolationsverfahren als vielverspre
hende Kandidaten für

weiterführende Untersu
hungen auf diesem Gebiet. Mögli
he Zielri
htungen wären z. B.

• die Abhängigkeit des Bes
hleunigungsverhaltens von der Struktur des Spek-

trums; einige Aussagen darüber sind bereits in Abs
hnitt 4.1.5 zu �nden,
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• sowie die Anwendung von Bes
hleunigungsverfahren auf die Folge der Ts
heby-

s
he�-Polynome; hier wären Methoden zur Konvergenzbes
hleunigung von Ent-

wi
klungen na
h Orthogonalpolynomen notwendig [22, Kap. 5.5℄, die in dieser

Arbeit ni
ht behandelt wurden.
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A Algorithmen

Im folgenden werden die verwendeten Bes
hleunigungsalgorithmen vorgestellt, wie sie

mit MAPLE V Release 5.1 [39℄ verwendet wurden. DieD-dimensionalen Vektoren wur-

den dabei als (D× 1)-Matrizen übergeben, sodaÿ das Skalarprodukt ~a ·~b als tr(aT · b)
formuliert wurde. Das hat den Vorteil, daÿ die Routinen au
h direkt für Matrizen ver-

wendet werden können. Die dur
hgeführten Tests lieferten dur
hweg ähnli
he Resultate

unabhängig davon, ob die Matrix in einen Vektor umgewandelt oder direkt als Argu-

ment übergeben wurde (für den weiter unten bes
hriebenen Matrix-J -Algorithmus

müssen die Argumente quadratis
he Matrizen sein). Deswegen wurde im folgenden

auf eine explizite vektorielle S
hreibweise der auftretenden Gröÿen verzi
htet.

A.1 Vektorieller ǫ-Algorithmus

Der vektorielle ǫ-Algorithmus wurde bereits in Kap. 2.4.1, Gl. (115) vorgestellt.

Die in dieser Arbeit verwendete Implementierung dieses Algorithmus geht auf [63℄

zurü
k und bere
hnet beim nten Aufruf die Gegendiagonale ǫ
(n)
0 , ǫ

(n−1)
1 , . . . , ǫ(0)

n , die in

den Variablen epsilon[n℄, epsilon[n-1℄, . . . , epsilon[0℄ abgelegt wird. Abb. 22

verans
hauli
ht die Position der Re
hengröÿen in der ǫ-Tabelle.

ǫ
(n+1)
k−1 ǫ

(n+1)
k

ǫ
(n)
k ǫ

(n)
k+1

�
��

✟✟✟✟✟✯

Abbildung 22: Auss
hnitt aus der ǫ-Tabelle bei der Bere
hnung des vektoriellen ǫ-
Algorithmus

Der Routine epsve
 wird das aktuelle Folgenelement sn in der Variablen sofn überge-

ben. Zur Bere
hnung werden zwei Hilfsvariable aux1 und aux2 benötigt. In aux2 wird

zuerst ǫ
(n+1)
−1 = 0 abgelegt, dann jeweils der Wert der Gegendiagonalen, der infolge der

Bere
hnung des neuen Wertes übers
hrieben wird. Als angenommener Grenzwert wird

epsilon[0℄ oder epsilon[1℄ in der Variablen predi
 zurü
kgegeben, je na
hdem,

ob n gerade oder ungerade ist, da die ǫ
(n)
k mit ungeradem k nur Hilfsgröÿen sind. Die

Verwendung der Variablen tiny verhindert, daÿ das Skalarprodukt eine vorgegebene

S
hranke unters
hreitet, was andernfalls eine Division dur
h Null und einen damit

verbundenen Programmabbru
h zur Folge hätte.

epsve
:=pro
(n,sofn,epsilon,predi
)

lo
al aux1,aux2,diff,j,tr,tiny;

tiny:=1e-60;

epsilon[n℄:=evalm(sofn);

if n=0 then
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predi
:=evalm(sofn);

else

aux2:=evalm(0);

for j from n to 1 by -1 do

aux1:=evalm(aux2);

aux2:=evalm(epsilon[j-1℄);

diff:=evalm(epsilon[j℄-aux2);

tr:=tra
e(htranspose(diff)&*diff);

if tr<tiny then tr:=tiny fi:

epsilon[j-1℄:=evalm(aux1+diff/tr);

od;

if (n mod 2)=0 then

predi
:=evalm(epsilon[0℄):

else

predi
:=evalm(epsilon[1℄):

fi:

fi:

end:

A.2 Topologis
he ǫ-Algorithmen

Von diesem Algorithmus existieren zwei Varianten, die hier im einzelnen vorgestellt

werden sollen.

Der erste topologis
he ǫ-Algorithmus basiert auf der Rekursion (116) aus Kap. 2.4.1:

Au
h hier sind die zur Bere
hnung benötigten Auss
hnitte der ǫ-Tabelle in Abb. 23

dargestellt.

ǫ
(n+1)
2k−1 ǫ

(n+1)
2k

ǫ
(n)
2k ǫ

(n)
2k+1

�
��

✟✟✟✟✟✯

ǫ
(n+1)
2k

ǫ
(n)
2k

ǫ
(n+1)
2k+1

ǫ
(n)
2k+1 ǫ

(n)
2k+2

✟✟✟✟✟✯

Abbildung 23: Auss
hnitte aus der ǫ-Tabelle bei der Bere
hnung des ersten topologi-

s
hen ǫ-Algorithmus

Bei der Implementierung dieses Algorithmus wurde versu
ht, ein Verfahren zu ent-

wi
keln, daÿ von der Konzeption dem des vektoriellen ǫ-Algorithmus entspri
ht. An-
ders als dort ist hier zu unters
heiden, ob ǫ

(n)
k mit geradem oder ungeradem k bere
hnet

werden, da für beide Fälle unters
hiedli
he Rekursionen zugrundeliegen. Insbesondere

sind bei der Rekursionsvors
hrift für gerade k Werte aus der vorletzten Gegendiago-

nalen nötig, die in einem zusatzli
hen Feld aux[℄ abgelegt werden. Auÿerdem muÿ der

Hilfsvektor y in der Variablen y an die Routine übergeben werden.

epstop1:=pro
(n,sofn,y,epsilon,aux,predi
)
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lo
al aux1,aux2,diff1,diff2,j,tr,tiny;

tiny:=1e-60:

epsilon[n℄:=evalm(sofn);

aux[n℄:=evalm(sofn);

if n=0 then

predi
:=evalm(sofn);

else

aux2:=evalm(0);

for j from n to 1 by -1 do

aux1:=evalm(aux2);

aux2:=evalm(epsilon[j-1℄);

diff1:=evalm(epsilon[j℄-aux2);

if (n-j) mod 2=0 then

tr:=tra
e(transpose(y)&*diff1);

if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:

epsilon[j-1℄:=evalm(aux1+y/tr);

else

diff2:=evalm(aux1-aux[j-1℄);

tr:=tra
e(transpose(diff1)&*diff2);

if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:

epsilon[j-1℄:=evalm(aux1+diff2/tr);

aux[j-1℄:=evalm(epsilon[j-1℄);

fi;

od;

if (n mod 2)=0 then

predi
:=evalm(epsilon[0℄):

else

predi
:=evalm(epsilon[1℄):

fi:

fi:

end:

Für den zweiten topologis
hen ǫ-Algorithmus na
h Gl. (117) ist die Rekursion für die

ǫ
(n)
k mit geradem k verändert. Die Darstellung in der ǫ-Tabelle erfolgt in Abb. 24.

Dur
h die Vers
hiebung der oberen Indizes in Zähler und Nenner ist das aux[℄-Feld

ni
ht mehr notwendig.

epstop2:=pro
(n,sofn,y,epsilon,predi
)

lo
al aux1,aux2,diff1,diff2,j,tr,tiny;

tiny:=1e-60;

epsilon[n℄:=evalm(sofn);

if n=0 then

predi
:=evalm(sofn);

else
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ǫ
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Abbildung 24: Auss
hnitte aus der ǫ-Tabelle bei der Bere
hnung des zweiten topolo-

gis
hen ǫ-Algorithmus

aux2:=evalm(0);

for j from n to 1 by -1 do

aux1:=evalm(aux2);

aux2:=evalm(epsilon[j-1℄);

diff1:=evalm(epsilon[j℄-aux2);

if (n-j) mod 2=0 then

tr:=tra
e(transpose(y)&*diff1);

if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:

epsilon[j-1℄:=evalm(aux1+y/tr);

else

diff2:=evalm(epsilon[j+1℄-aux1);

tr:=tra
e(transpose(diff1)&*diff2);

if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:

epsilon[j-1℄:=evalm(aux1+diff2/tr);

fi;

od;

if (n mod 2)=0 then

predi
:=evalm(epsilon[0℄):

else

predi
:=evalm(epsilon[1℄):

fi:

fi:

end:

A.3 J -Algorithmen
Die erste verwendete Variante J -Algorithmus hat die in Kap. 2.4.3, Gl. 121 bes
hrie-

bene Form.

Au
h hier wurde � analog zu den weiter oben bespro
henen ǫ-Algorithmen (man be-

a
hte die vertaus
hte Position von n und k!) � eine Implementierung gewählt, die die

bere
hneten Werte s(k)
n bzw. ω(k)

n in Form von Gegendiagonalen in den Feldern ars[℄

bzw. aro[℄ abspei
hert. Diese Implementierung wurde von H. Homeier entwi
kelt. In
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den Variablen tr1, tr2 und tr3 werden die Skalarprodukte des Nenners, des Zählers

der s-Rekursion und des Zählers der ω-Rekursion gespei
hert und ans
hlieÿend die

neuen Einträge bere
hnet. Mit deltar wird die Di�erenz ∆r(k)
n der Hilfszahlenfolge

r(k)
n an die Routine übergeben.

vj1:=pro
(n,sofn,omeofn,ars,aro,deltar,predi
)

lo
al j,m,diff,tiny,tr1,tr2,tr3;

tiny:=1e-60;

ars[n℄:=evalm(sofn);

aro[n℄:=evalm(omeofn);

for j from n to 1 by -1 do

m:=n-j+1;

diff := htranspose(aro[j℄-aro[j-1℄);

tr1 := tra
e(diff &* htranspose(diff));

tr2 := tra
e(diff &* (ars[j℄-ars[j-1℄));

tr3 := tra
e(diff &* aro[j-1℄);

if tr1<=tiny then tr1:=tiny fi:

ars[j-1℄ := evalm(ars[j℄-aro[j℄*tr2/tr1);

aro[j-1℄ := -evalm(aro[j℄*tr3/tr1*deltar(j-1,m));

od;

predi
:=evalm(ars[0℄);

end:

Die andere eingesetzte Matrix-Variante ist etwas re
henaufwendiger. Sie beruht auf der

allgemeinen Vektor-J -Transformation na
h Gl. (119). Für die Matrizenfolge r(k)n wurde

hier ni
ht r(k)
n 1 gewählt wie in obigem Algorithmus, sondern es wurde r(k)n = r(k)

n A

gesetzt.

Die Implementierung erfolgte analog zum ersten Verfahren, nur wird statt der Di�e-

renz der Folgenelemente deltar die Matrix A und die skalare Hilfsfolge r übergeben.

Auÿerdem sind die Argumente sofn und omeofn quadratis
he Matrizen und keine

Vektoren.

mj:= pro
(n,sofn,omeofn,ars,aro,r,A,predi
)

lo
al j,m,diff,tiny,tr1,tr2,tr3;

tiny:=1e-60;

ars[n℄:=evalm(sofn);

aro[n℄:=evalm(omeofn);

for j from n to 1 by -1 do

m:=n-j;

diff:=htranspose(aro[j℄-aro[j-1℄);

tr1:=tra
e(diff &* htranspose(diff));

tr2:=tra
e(diff &* (ars[j℄-ars[j-1℄));

tr3:=tra
e(diff &* (A &* (aro[j℄*r(j,m)-aro[j-1℄*r(j-1,m)) ));

if tr1<=tiny then tr1:=tiny fi:

ars[j-1℄:=evalm(ars[j℄-aro[j℄*tr2/tr1);
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aro[j-1℄:=evalm(A &* aro[j℄*r(j,m)-aro[j℄*tr3/tr1);

od;

predi
:=evalm(ars[0℄);

end:

B Das DVR-Verfahren

B.1 Formaler Zugang

In diesem Abs
hnitt soll ein formaler Zugang zum DVR-Verfahren bes
hrieben werden,

wie er au
h unter [8, 9℄ zu �nden ist.

Ausgangspunkt ist eine Menge von Basisfunktionen

φα(x), j = 1, . . . , B (243)

und eine Zahl von Gitterpunkten

xα, α = 1, . . . , G. (244)

Es besteht keine Notwendigkeit, daÿ die Dimensionen der Basisfunktionen und der

Punktbasis übereinstimmen müssen (vgl. dazu [9, S.1406℄), deshalb wird im folgenden

der allgemeinste Fall betra
htet.

Die Basis {φj}B spannt einen B-dimensionalen Unterraum des Hilbertraums auf. Ge-

su
ht ist nun eine Darstellung, in der Integrale über die Basisvektoren dur
h (gewi
h-

tete) Summationen über die Gitterpunkte {xα}G approximiert werden.

Dazu setzt man

ψj(x) =
B∑

j=1

φj(x)Qjα (245)

mit einer (B ×G)-Transformationsmatrix Q = (Qjα).
Nun gilt einerseits

〈ψα|ψβ〉 =
B∑

j=1

B∑

k=1

Q∗
jαQkβ 〈φj |φk〉 (246)

=
B∑

j=1

B∑

k=1

Q∗
jαQkβSjk (247)

= (Q†SQ)αβ (248)

mit der Überlappmatrix

S = (Sjk) = 〈φj|φk〉 ; (249)
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andererseits soll ja

〈ψα|ψβ〉 ≈
G∑

γ=1

ωγψ
∗
α(xγ)ψβ(xγ) (250)

=
G∑

γ=1

B∑

j=1

B∑

k=1

ωγQ
∗
jαQkβφ

∗
j (xγ)φ

∗
k(xγ) (251)

!
= δαβ (252)

gelten.

De�niert man eine (G×B)-Matrix U gemäÿ

Uγj =
√
ωγφj(xγ), (253)

so wird daraus

δαβ
!
=

G∑

γ=1

B∑

j=1

B∑

k=1

Q∗
jαU

∗
γjUγkQkβ (254)

bzw.

1G×G = Q†U†UQ. (255)

Dies läÿt si
h erfüllen, wenn man Q so wählt, daÿ

UQ = 1G×G (256)

gilt. Für G=B muÿ also

U = Q−1
(257)

gelten.

Ist die gewählte Basis {φj}B orthonormal bzgl. der Integration (vgl. Gl. (10) in Ab-

s
hnitt 1.3.1), so ist

Sjk = δjk. (258)

Gln. (248) und (251) vereinfa
hen si
h dann zu

〈ψα|ψβ〉 = (Q†Q)αβ
!
= δαβ, (259)

sodaÿ au
h

Q†Q = 1G×G (260)

gilt. Dagegen ist unabhängig von der Wahl der Basis die Überlappmatrix S näherungs-

weise dur
h

S = U†U (261)

gegeben.
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Au
h in dieser Darstellung ist die potentielle Energie diagonal, wie si
h dur
h

〈

ψα|V̂|ψβ
〉

≈
G∑

γ=1

B∑

j=1

B∑

k=1

ωγφ
∗
j(xγ)Q

∗
kαV (xγ)φk(xγ)Qkβ (262)

=
G∑

γ=1

B∑

j=1

B∑

k=1

Q∗
jαU

∗
γjV (xγ)UγkQkβ (263)

=
G∑

γ=1

δαγV (xγ)δγβ (264)

= V (xα)δαβ (265)

lei
ht na
hre
hnen läÿt.

B.2 Ein universelles DVR-Verfahren

In [6℄ wird ein DVR-Verfahren vorgestellt, das als �bla
k box�-Verfahren konzipiert und

universell einsetzbar ist. Na
hdem dieses Verfahren au
h in der vorliegenden Arbeit

eingesetzt wurde, soll es hier genauer bes
hrieben werden.

Im vorliegenden Fall wird ein eindimensionales Problem vorausgesetzt und deshalb

statt x die Ortskoordinate r gewählt. Auÿerdem werden ebensoviele Basisfunktionen

wie Gitterpunkte eingesetzt, es gilt also

B = G = D

Der Hamiltonoperator des betra
hteten Problems habe die Form

Ĥ = T̂ + V̂, wobei

T̂ = − 1

2m

∂2

∂r2
(266)

V̂ = V (r). (267)

Weiterhin werden D äquidistante Gitterpunkte rα gewählt, die dur
h

∆r =
rmax − rmin

D + 1
(268)

und

rα = rmin + α∆r, α = 1, 2, . . . , D (269)

im Berei
h [rmin, rmax] festgelegt sind.
Als Basisfunktionen werden die D unteren (normierten) Eigenfunktionen des Kasten-

potentials der Form

φj(rα) = 〈rα|j〉 =

√

2

D + 1
sin

(
αjπ

D + 1

)

, j = 1, 2, . . . , D (270)



B DAS DVR-VERFAHREN 90

verwendet.

Als erstes werden Matrixelemente der Form Tαβ, (α 6= β) bere
hnet. Es gilt:

Tαβ =
〈

rα
∣
∣
∣T̂
∣
∣
∣ rβ

〉

=
D∑

j=1

〈

rα
∣
∣
∣T̂
∣
∣
∣ j
〉

〈j|rβ〉

= − 1

2m

2

D + 1

D∑

j=1

sin
(
αjπ

D + 1

)
∂2

∂r2
β

sin

(

βjπ

D + 1

)

.

Aus

sin

(

βjπ

D + 1

)

= sin

(

(rβ − rmin)jπ

rmax − rmin

)

(271)

folgt

∂2

∂r2
β

sin

(

βjπ

D + 1

)

= −j2 π2

(rmax − rmin)2
sin

(

βjπ

D + 1

)

; (272)

somit ergibt si
h

Tαβ = +
1

2m

2

D + 1

π2

(rmax − rmin)2

D∑

j=1

j2 sin
(
αjπ

D + 1

)

sin

(

βjπ

D + 1

)

=
1

2m

2

D + 1

π2

(rmax − rmin)2

1

2

D∑

j=1

j2

[

cos

(

(α− β)jπ

D + 1

)

− cos

(

(α + β)jπ

D + 1

)]

.(273)

Nun substituiert man

C± :=
(α± β)π

D + 1
(274)

und nutzt die Beziehung

D∑

j=1

j2 cos(jC±) = − ∂2

∂C±2 Re
D∑

j=1

e i jC±

. (275)

Letztere Summe läÿt si
h über die geometris
he Reihe ges
hlossen darstellen; es gilt

D∑

j=1

e i jC±

= e iC± e iDC± − 1

e iC± − 1
. (276)

Erweitert man Zähler und Nenner mit − i
(

e− iC±

+ 1
)

, so wird der Nenner reell und

der Realteil der Summe läÿt si
h lei
ht bere
hnen. Na
h einigen trigonometris
hen

Umformungen erhält man so

Re
D∑

j=1

e i jC±

= −1

2
+

1

2

sin (D + 1/2)C±

sin C±/2
. (277)
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Zur Bere
hnung der zweiten Ableitung wird die Quotientenregel herangezogen und zur

weiteren Umformung und Vereinfa
hung folgende Beziehungen verwendet:

sin (D + 1/2)C± = sin(D + 1)C± cos C±/2 − cos(D + 1)C± sin C±/2 (278)

cos (D + 1/2)C± = cos(D + 1)C± cos C±/2 + sin(D + 1)C± sin C±/2 (279)

sin(D + 1)C± = sin(α± β)π = 0 (280)

cos(D + 1)C± = cos(α± β)π = (−1)α±β (281)

(−1)α+β = (−1)α−β. (282)

Daraus folgt s
hlieÿli
h

∂2

∂C±2 Re
D∑

j=1

e i jC±

= (−1)α−β(D + 1)

[

(D + 1) − 1

sin2 C±/2

]

. (283)

Eingesetzt in (273) erhält man das Resultat

Tαβ =
π2

2m

(−1)α−β

2(rmax − rmin)2




1

sin2
(

(α−β)π
2(D+1)

) − 1

sin2
(

(α+β)π
2(D+1)

)



 , (α 6= β). (284)

Ist dagegen α = β, so wird C− = 0 und somit cosnC− = 1; setzt man dies in (273)

ein, folgt

Tαα =
1

2m

2

D + 1

π2

(rmax − rmin)2

1

2

D∑

j=1

j2
[

1 − cos jC+
]

. (285)

Die Summation über den ersten Summanden in der e
kigen Klammer liefert

D∑

j=1

j2 =
D(D + 1)(2D + 1)

6
, (286)

der zweite Summand wird mit (−1)α+α = (−1)2α = 1 zu

D∑

j=1

j2 cos jC+ = (D + 1)

[

(D + 1) − 1

sin2 C+/2

]

; (287)

für die Diagonalelemente Tαα ergibt si
h also

Tαα =
π2

4m(rmax − rmin)2




2(D + 1)2 + 1

3
− 1

sin2
(
απ
D+1

)



 . (288)
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Für die potentielle Energie gilt:

Vαβ =
〈

rα
∣
∣
∣V̂
∣
∣
∣ rβ

〉

(289)

=
D∑

j=1

〈

rα
∣
∣
∣V̂
∣
∣
∣ j
〉

〈j|rβ〉

=
2

D + 1

D∑

j=1

sin
(
αjπ

D + 1

)

V (rα) sin
(
αjπ

D + 1

)

= V (rα)
2

D + 1

D∑

j=1

sin
(
αjπ

D + 1

)

sin

(

βjπ

D + 1

)

= V (rα)
2

D + 1

1

2

D∑

j=1

[

cos jC− − cos jC+
]

.

Die weiteren Re
hens
hritte laufen dann analog ab; es kann Gl. (277) verwendet wer-

den. Aus ihr folgt

D∑

j=1

[

cos jC− − cos jC+
]

= δαβ, (290)

insgesamt also

Vαβ = V (rα)δαβ. (291)

Das Potential ist also diagonal, was theoretis
h bereits an anderer Stelle gezeigt wurde

(Gl. (262) in B.1).

Setzt man insbesondere V (rα) ≡ 1 für alle rα, so folgt aus (289) und (291) die diskrete

Orthogonalitätsrelation für die DVR-Darstellung

〈rα|rβ〉 = δαβ. (292)

Abs
hlieÿend hier no
h einmal die Ergebnisse dieses Abs
hnitts [6℄:

Tαβ =
π2

4m

(−1)α−β

(rmax − rmin)2
×







1

sin2
(

(α−β)π
2(D+1)

) − 1

sin2
(

(α+β)π
2(D+1)

) , α 6= β

2(D + 1)2 + 1

3
− 1

sin2
(
απ
D+1

) , α = β

(293)

Vαβ = V (rα)δαβ. (294)

C Optis
he Potentiale

Um störende Randein�üsse wie z. B. Re�exionen an dn Rändern auf endli
hen Gittern

zu minimieren, werden in der Praxis häu�g negative imaginäre Potentiale (NIPs) �
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au
h optis
he Potentiale genannt � eingesetzt. Wie die erste Bezei
hnung nahelegt,

sind dies Potentiale der Form

Vopt(r) = − i f(r), wobei f(r) ≥ 0. (295)

Sehr häu�g (siehe z. B. [7, 64℄) werden lineare Potentialformen gewählt, also Potentiale

der Form

Vopt(r) =







− iV 0
opt

r − ri
rf − ri

, für ri ≤ r ≤ rf ,

0 sonst.

(296)

Dabei muÿ sowohl die Steigung V 0
opt als au
h der Berei
h ∆r = ri − rf bestimmte

Bedingungen erfüllen, damit die Summe aus Re�exion R und Transmission T mini-

mal wird. Genauere Untersu
hungen hierzu �nden si
h in [64℄. Die lineare Form ist

aber ni
ht die einzig mögli
he; in [65℄ wurden 5 vers
hiedene Potentialformen (linear,

quadratis
h, kubis
h, quartis
h und exponentiell) untersu
ht und tabelliert.

Zur Anpassung des optis
hen Potentials an die zu absorbierende Wellenfunktion muÿ

dessen Energie E bekannt sein. Eine weitere Bestimmungsgröÿe ist die 
harakteristi-

s
he Wellenlänge λ. Diese bere
hnet si
h aus E und der Masse m gemäÿ

λ =
h√

2mE
. (297)

Dur
h die Einführung eines sol
hen Potentials wird der Hamiltonoperator ni
ht-her-

mites
h, somit ist der Zeitentwi
klungsoperator ni
ht mehr unitär. Das bedeutet, daÿ

die Ts
hebys
he�-Entwi
klung von Û ni
ht mehr ohne weiteres mögli
h ist, da beispiels-

weise der Berei
h der Eigenwerte von der reellen A
hse auf die komplexe Zahlenebene

vers
hoben wird. In [65℄ wird deshalb nur der hermites
he Anteil des Hamiltonope-

rators zur Bestimmung des Energieberei
hs herangezogen, bei der Reskalierung na
h

(72) jedo
h der volle Hamiltonoperator.

In der vorliegenden Arbeit wurde ein anderer Weg bes
hritten, der auf eigenen Über-

legungen beruht: Sei Ĥ der vollständige Hamiltonoperator, de�niert dur
h

Ĥ = Ĥ0 + V̂opt, (298)

wobei Ĥ0 die physikalis
he Situation ohne Dämpfung bes
hreibt. Dann läÿt si
h der

Zeitenwi
klungsoperator in Anlehnung an (142) in 3.4 approximieren dur
h

e− i Ĥt ≈ e− i (V̂opt/2)te− i Ĥ0te− i (V̂opt/2)t. (299)

Wir de�nieren nun den Dämpfoperator D̂:

D̂ = e− i (V̂opt/2)t. (300)

Somit gilt näherungsweise

e− i Ĥt = D̂e− i Ĥ0tD̂. (301)
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Der Fehler liegt hier wieder in der Gröÿenordnung O(t3).
Setzt man nun in (301) die Ts
hebys
he�-Entwi
klung (79) ein, so ergibt si
h

e− i Ĥt = D̂e− i Ĥ0tD̂

≈ D̂

(
N∑

n=0

anTn

)

D̂

=
N∑

n=0

anD̂TnD̂

=
N∑

n=0

anT̃n,

wenn man die �gedämpften� Ts
hebys
he�-Polynome

T̃n = D̂TnD̂ (302)

einführt.

Wird nun (302) in die Rekursion der Ts
hebys
he�-Polynome na
h (63) eingesetzt, so

ergibt si
h für die ersten beiden Polynome (Ĥ0 wird der Einfa
hheit halber als auf 1

normiert betra
htet)

T̃0 = D̂T0D̂ = D̂
2
, T̃1 = D̂Ĥ0D̂,

während für die eigentli
he Rekursion

T̃n+1 = D̂Tn+1D̂

= D̂
(

2Ĥ0Tn − Tn−1

)

D̂

= 2D̂Ĥ0TnD̂ − D̂Tn−1D̂

gilt. Der zweite Summand ist na
h De�nition (302) glei
h T̃n−1; beim ersten Term läÿt

si
h wieder näherungsweise Ĥ0 mit dem führenden D̂ vertaus
hen. Damit folgt

T̃n+1 = 2Ĥ0T̃n − T̃n−1; (303)

somit gilt die Rekursionsbeziehung (63) bis auf einen Fehler der Ordnung t3 au
h für

die gedämpften Ts
hebys
he�-Polynome. Mit diesen so de�nierten Polynomen läÿt si
h

natürli
h au
h wieder eine vektorielle Rekursion de�nieren mit der Ersetzung

ψn −→ ψ̃n = T̃nψ(0) (304)

in (137).

Auf der Grundlage der Vektorpropagation mit gedämpften Polynomen wurde ein Pro-

gramm realisiert, daÿ an einem einfa
hen Beispiel den Ein�uÿ eines optis
hen Poten-

tials zeigt. Im folgenden wird zunä
hst ohne optis
hes Potential propagiert.

Der Hamiltonoperator des betra
hteten Modellsystems lautet

Ĥ0 = T̂ + V̂, (305)
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wobei V̂ = V (r) ein Gauss-förmiges abstoÿendes Potential der Form

V (r) = De−αr
2

mit den Parametern D = 1000 
m−1
, α = 0.2 a−1

0 darstellt; an der Stelle rloc = 10.0 a0

wurde ein ebenfalls Gauss-förmiges Wellenpaket mit der Masse m = 1.0 amu und

β = 0.8 a−1
0 , bes
hrieben dur
h

ψ0(r) ∝ e−β(r−rloc)
2

angenommen. Abbildung 25 zeigt die Ausgangssituation. Na
h oben ist die Energie

in 
m

−1
angegeben, na
h re
hts die Anzahl der Gitterpunkte. Propagiert wurde im

Berei
h von rmin = 0 bis rmax = 50.0 a0, unterteilt in D = 256 Punkte. Als Zeits
hritt

wurde T = 0.1 ps gewählt. In allen folgenden Abbildungen ist der Einfa
hheit halber

als Abszisse der Lau�ndex α statt der Ortskoordinate rα angetragen.

Die Wellenfunktion ist hier ni
ht normiert und wurde stark vergröÿert gezei
hnet, um

das Auseinanderlaufen des Wellenpakets gut verfolgen zu können (die Gröÿenverhält-

nisse der Wellenfunktionen zu den einzelnen Propagationss
hritten sind zueinander

maÿstabsgetreu).

0
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1400
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|ψ
(r

α
,t
)|

2
,
V

(r
)→

Abbildung 25: Betragsquadrat |ψ0(rα)|2 zum Zeitpunkt t = 0. Die Maÿzahlen auf

der linken A
hse beziehen si
h auf das Potential am linken Rand und sind in 
m

−1

angegeben.

In Abbildung 26 ist die Wellenfunktion zu späteren Zeitpunkten abgebildet. Man er-

kennt, wie das Wellenpaket erst auseinanderläuft und si
h dann in mehrere Maxima mit

na
h auÿen hin abnehmender Intensität aufspaltet. Ab t = 7T sieht man ho
hfrequente

Überlagerungen der Wellenberge, die dur
h Re�exionen am Gitterrand hervorgerufen

werden und si
h in der Folgezeit na
h links ausbreiten.
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Abbildung 26: Betragsquadrat |ψ(rα, t)|2 zu vers
hiedenen Zeiten t. Links ist das Mo-

dellpotential eingezei
hnet. Ab t = 7T werden ho
hfrequente Anteile am re
hten Rand

re�ektiert und überlagern die Wellenfunktion.

In einem weiteren Dur
hlauf wurde nun ein optis
hes Potential eingeführt, um diese

störenden Randein�üsse zu minimieren. Das Programm bere
hnete die mittlere Ener-
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gie

22

des Wellenpakets mittels

E =

〈

ψ0

∣
∣
∣Ĥ0

∣
∣
∣ψ0

〉

〈ψ0|ψ0〉
(307)

zu E = 17.6 
m−1
und daraus die 
harakteristis
he Wellenlänge na
h Gl. (297) zu

λ = 11.6 a0. Das Potential wurde am re
hten Rand plaziert; somit ergibt si
h das

Potential na
h Gl. (296), wenn man V 0
opt = 38.7 
m−1

, rα = rmax − λ = 38.4 a0 und

rf = rmax = 50.0 a0 setzt
23

.

Die Gra�ken in Abbildung 27 zeigen am re
hten Rand das absorbierende Potential (hier

reell gezei
hnet) und die zeitli
he Entwi
klung des Wellenpaketes. Man erkennt, daÿ

für die Zeit von t = 0T bis 6T die Abbildungen mit denen aus Abb. 26 übereinstimmen,

ab t = 7T jedo
h der ho
hfrequente Randein�uÿ hier ni
ht erkennbar ist.

22

Für Wellenpakete mit breiter Energieverteilung wird in [65℄ eine empiris
he Formel zur Bestim-

mung der optimalen Energie angegeben; sie lautet:

E∗ = log−1 [0.6242 log(Emin) + 0.3759 log(Emax)] . (306)

Diese Formel ist für lineare und kubis
he Potentiale getestet worden.

Im vorliegenden Beispiel sollte der Einsatz von NIPs in erster Linie qualitativ gezeigt werden,

deshalb wurde (306) hier der Einfa
hheit halber ni
ht angewandt.

23

Die benötigten Werte wurden aus den Tabellen in [65℄ entnommen; hierfür ergibt si
h eine Dämp-

fung auf weniger als 0.3% der ursprüngli
hen Wellenfunktion dur
h das optis
he Potential.
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Abbildung 27: Betragsquadrat |ψ(rα, t)|2 zu vers
hiedenen Zeiten t. Am re
hten Rand

ist der Verlauf des absorbierenden Potentials eingezei
hnet. Hier sind im Gegensatz zu

Abb. 26 keine Störungen vom re
hten Rand her erkennbar.
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