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1 EINFUHRUNG 1

1 Einfiihrung

1.1 Zielsetzung

Ziel der Arbeit ist es, Extrapolationsverfahren zur Losung der zeitabhéngigen Schro-
dinger-Gleichung mit aus der Literatur bekannten Methoden zu vergleichen. Die an-
hand von numerischen Tests entwickelten Programme sollen auf Modellsysteme ange-
wandt werden.

1.2 Thematik
Ausgangspunkt ist die zeitabhiingige Schrédinger-Gleichung?

.0

T

ot

mit dem Anfangswert ¢y = 1(0). Durch Einfiihrung einer Basis (siehe 1.3.1) oder durch
Diskretisierung der rdumlichen Freiheitsgrade (siehe 1.3.2) 14t sich H als Matrix und

Y(t) als Vektor auffassen.
Fiir zeitabhéngige Hamiltonoperatoren schreibt man

W (t) = U(t)e, 2)

wobei U(t) den Zeitentwicklungsoperator bezeichnet.

Ist der Hamiltonoperator H zeitunabhéngig, so laRt sich die Losung ¥(t) der Schro-
dingergleichung durch Anwendung des Zeitentwicklungsoperators exp(—iHt) auf den
Anfangswert 1)y berechnen:

(t) = Hu(t) (1)

W(t) = e M. (3)

Damit ist die Berechnung der Zeitentwicklung der Wellenfunktion formal geldst. In
der Praxis ist die numerische Losung von (1) ein wichtiges Problem. Laut |1, S. 103]
sind ,,Algorithmen zu deren Losung ...heute noch Gegenstand aktueller Forschungs-
arbeiten®.

In der vorliegenden Arbeit werden zwei grundséatzliche Methoden zur Losung der Schro-
dingergleichung vorgestellt:

Zum einen ist dies die Approximation des Zeitentwicklungsoperators iiber die Matrix-
exponentialfunktion und dessen Anwendung auf die Wellenfunktion, um deren zeitliche
Propagation zu beschreiben. Dieses Verfahren hat den Vorteil, dafs der Zeitentwick-
lungsoperator nur einmal berechnet werden mufs und dann auf verschiedene Wellen-
funktionen bzw. Wellenpakete angewendet werden kann. Ersetzt man den Zeitpunkt
t in (3) durch ein Zeitintervall At, so erhélt der Zeitentwicklungsoperator die Form
exp(—iHAt). Durch n-maliges Anwenden dieses Operators auf ¢ erhilt man die Folge

1/}(0)7 ¢(At)v 7,/)(2 ’ At)v st 77/)(’@ ’ At)a (4)

'Im folgenden ist der Einfachheit halber immer A = 1 gesetzt, sieche auch Abschnitt 1.4.
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die den zeitlichen Verlauf der Wellenfunktion veranschaulicht. Kap. 2 beschéftigt sich
mit derartigen Verfahren.

Diese Methoden eignen sich aber nicht nur zur Bestimmung des Zeitentwicklungsope-
rators. Weitere Einsatzmoglichkeiten liegen z. B. im Ubergang von der Schrédinger-
zur Wechselwirkungs-Darstellung in der Quantenmechanik, der durch einen Operator
der Form exp(iHgt) beschrieben wird, wobei H = Hy + V gilt (siehe auch GL. (149) in
Abschnitt 3.4).

Auch der thermodynamische Dichteoperator ist ein Operatorexponential:

po (5)
tr (e—ﬁH)

Bei geeigneter Basiswahl laft sich p als Matrixexponentialfunktion darstellen.
Allgemeine Differentialgleichungen der Form

d . . .
(0 = AT, E(0) = (6)

mit einer (u. U. zeitabhéngigen) Matrix A fithren auf Beziehungen der Form

Ut + At) = AOBL(). (7)

Ist man dagegen nur am Endzustand v(¢) interessiert, bieten sich als zweite Moglichkeit
Vektorverfahren an, die eine Folge der Vektoren

¢0:¢(0)7¢1a--~a¢na"'a¢ooz¢(t) (8)

extrapolieren. Diese Vorgehensweise wird in Kap. 3 genauer ausgefiihrt. Der Vorteil
hierbei liegt in einem geringeren Rechenaufwand, da der Endzustand nicht auf dem
Umweg iiber ein hinreichend genau approximiertes Matrixexponential berechnet, son-
dern direkt aus einer Folge von Vektoren bestimmt wird.

1.3 Matrixdarstellungen des Hamiltonoperators

Im folgenden werden konkrete Verfahren vorgestellt, die den Hamiltonoperator in eine
Matrix iiberfiihren, um so die Grundlage fiir numerische Berechnungen zu liefern.
1.3.1 Basissatzverfahren

Gegeben sei eine Menge von Funktionen

oj(x), j=1,..., 00, (9)

die orthonormal sind, d. h. die

(9j(z), dx(x)) = dj (10)
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erfiillen, und die dariiberhinaus vollstdndig ist, was sich in der Form

Z\@ )| =1 (11)

darstellen laft. Sind (10) und (11) erfiillt, bildet (9) eine Basis des Hilbertraums. Im
folgenden wird statt ¢;(x) der Einfachheit halber immer ¢, geschrieben.

Nun 148t sich jeder Operator A in dieser Basis darstellen gemif
A= (Aj) :<¢j,A¢k>, jk=1,..., 00, (12)
d.h. aus dem Operator A wird eine (unendliche) Matrix A = (A;;).

Ebenso lafst sich die Wellenfunktion ¢(z, t) nach dieser Basis entwickeln:

= (.0 =Y ¢(t)g;(x); (13)
7=0 Jj=0
hierbei bilden die Koeffizienten
ci(t) = (¢;,¥(x, 1)) (14)

einen i.a. zeitabhingigen, unendlichdimensionalen Vektor.

Da mit unendlichdimensionalen Matrizen und Vektoren keine numerischen Berechnun-
gen durchgefiihrt werden kénnen, reduziert man die unendliche Basis auf eine Menge
von D Funktionen,

{¢;; 7 =1,...,D}, (15)

die so gewahlt ist, daf die Beitrdge A;; und ¢; fir j,k > D im Rahmen der Re-
chengenauigkeit vernachlassigbar sind. Es miissen also endlichdimensionale Basissdtze
gefunden werden, die bei moglichst kleiner Dimension D die wesentlichen Aspekte
einer gegebenen Problemstellung erfassen.

Schneidet man die Entwicklungen (12) und (13) nach j,k = D ab, so erhilt man aus
den Operatoren (D x D)-Matrizen

und aus der Wellenfunktion D-dimensionale Vektoren:

Y o(t)g;(w). (17)

J=0
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1.3.2 Gitterverfahren

Grundsétzlich 14t sich der Raum durch die Einfiihrung eines Gitters diskretisieren.
Der Ausgangszustand ¢y wird dann durch seine Werte an den Orten der Gitterpunkte
beschrieben und somit zu einem Vektor. Dabei mufs Gittergréfte und -auflésung nach
folgenden Gesichtspunkten gew#hlt werden:

e Da das Gitter nur einen endlichen Raumbereich iiberdecken kann, ist die Wahl
der Grenzen entscheidend. Erreichen Teile der Wellenfunktion im beobachteten
Zeitraum die Grenzen, so werden sie dort entweder reflektiert oder (bei der Ver-
wendung von Fourier-Transformationen, s.u.) auf die gegeniiberliegende Seite
des Gitters projiziert. Beides sind unerwiinschte Effekte, die die Genauigkeit
und den Aussagegehalt der Berechnungen empfindlich stéren kénnen.

e Die Auflosung des Gitters bestimmt direkt die unterste Schranke der beobachtba-
ren Verdnderungen. Ein Mafs fiir die Ortsauflosung ist die de Broglie-Wellenlénge
der Wellenfunktion.

e Die Grofe und die Auflosung des Gitters bestimmen auch die Grenzen der dar-
stellbaren Energie und sollten deshalb an das Spektrum des Hamiltonoperators
angepalst sein.

e Die Anzahl der Gitterpunkte D bestimmt den Rechenaufwand des Problems.
Man beachte, daf die Hamiltonoperator durch die Diskretisierung des Raumes
zu einer (D x D)-Matrix wird. Bei Problemstellungen mit mehreren Freiheits-
graden und hoher Ortsauflosung stofit man hier sehr schnell an die Grenzen
von Rechnerleistung und Speicherbedarf (vgl. dazu die Anmerkungen in Ab-
schnitt 5.1.3).

Ist 1o diskretisiert, so mufs FWO berechnet werden. Ublicherweise kann der Hamil-
tonoperator in einen Operator T der kinetischen Energie und einen Operator V der
potentiellen Energie aufgespalten werden. Wahrend die Anwendung von V auf Yo im
wesentlichen einer Multiplikation mit V' an jedem Gitterpunkt entspricht (\7 ist dia-
gonal in der Ortsdarstellung), ist die Berechnung von T@Z)O problematischer, da T in
dieser Darstellung nichtlokal ist.

Eine Moglichkeit, die zweiten Ableitungen von 1)y zu berechnen, ist die Verwendung
von finiten Differenzen (FD). In |2, 3, 4] wird ein 3-Punkt FD-Verfahren verwendet,
das die zweite Ableitung wie folgt approximiert (hier im eindimensionalen Fall):

*o(za) _ to(Tar1) — 200(wa) + Yo(Ta-1)
dx? (Az)?

(18)

Hier wurde angenommen, daf die Punkte z,, « = 1,..., D im Abstand Ax angeordnet
sind. Ein Beispiel fiir den Einsatz einer 5-Punkt FD-Formel findet sich in [5]. In [6,
Anh. B] ist die allgemeine Formel fiir ein N-Punkt FD-Verfahren und der Grenziiber-
gang N — oo hergeleitet. Die Verwendung von finiten Differenzen stellt (fiir N < 0o)
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eine semilokale Ndherung eines nichtlokalen Operators dar und ist daher u. U. stark
fehlerbehaftet (vgl. dazu auch [7]).

Ein weiteres Verfahren zur Diskretisierung von Operatoren und Wellenfunktionen, die
discrete variable representation (DVR) besteht darin, im Raum D Punkte {z,, «

1,..., D} festzulegen. Jedem dieser Punkte z,, ist ein Gewichtungsfaktor w, zugeteilt.
Auferdem wird wie in Kap. 1.3.1 eine D-dimensionale Basis

{¢5:7=1,....D} (19)
verwendet.

Die Wellenfunktion 148t sich wieder in der Form
D
=Y d;(t)¢;(x) (20)
j=1

darstellen (vgl. (17)), wobei hier zur Unterscheidung statt der Koeffizienten ¢; die
diskreten Koeffizienten d; verwendet wurden. Es gilt ndmlich

Zwa¢ Zo )V (T, t) (21)

im Gegensatz zu (14), wenn die ¢; auch in der diskreten Darstellung noch orthonormal
sind in dem Sinne, daft

leagb;(xa)gbk(xa) = Ojk (22)

gilt. Formal approximiert man also die Integration durch eine gewichtete Summation
iiber die D Gitterpunkte:

/dms;(a;).._ . lequ;(xa).... (23)

Es lafst sich zeigen, daft die DVR-Darstellung durch eine orthogonale Transformation
aus der Basissatzdarstellung nach 1.3.1 hervorgeht [8, 9, 10]. Der ersichtliche Vorteil
der DVR-Methode ist der, dafs statt der Berechnung von Integralen {iber den Ortsraum
nur Summationen iiber die Gitterpunkte durchgefiihrt werden miissen.

Setzt man (21) in (20) ein, so erhdlt man

Mo

¢($at) = Z

=1 o

= Z ¢a (25)

=1

wa¢ Lo ¢($aat)¢j($) (24)

.
Il
—

Q
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hierbei wurden die Funktionen
D
= Vwa Y di(xa)pi(z),  j=1,...,D (26)
j=1

eingefiihrt, die eine orthonormale Basis in der diskreten Darstellung bilden, sowie die
Koeffizienten

Vo = VWall(Ta,t) a=1,...,D. (27)

Die n-ten Ableitungen der Wellenfunktion nach den Ortskoordinaten (z.B. n = 2 fiir
die Anwendung des Operators der kinetischen Energie) berechnet man geméafy

", 1) 0"Xa(T)
O Z Yagm oxzn (28)
Dabei konnen die Ableitungen
0"Xal2) _ — 0%]( )
ozn Z 21 ox™ (29)

fir alle z, (« = 1,..., D) einmal berechnet und dann abgespeichert werden.

Ein Sonderfall der DVR ist die Verwendung schneller Fourier-Transformationen (FFT)
[11]. Man erhélt dieses Verfahren aus dem oben beschriebenen, in dem man die Gitter-
punkte z, in einheitlichen Abstand voneinander setzt, also 2, = Az (« =0,...,D —
1) mit der Gitterkonstanten Az (hier im eindimensionalen Fall) w&hlt. Dariiberhin-
aus werden als Basisfunktionen ebene Wellen der Form ¢,(z) = exp(ik,z) (o =
0,...,D —1) eingesetzt. Es zeigt sich, dak sich hier die Anwendung des Operators der
kinetischen Energie auf eine Fouriertransformation der Wellenfunktion in den Impuls-
raum, einer Multiplikation mit —2 und einer anschliefenden Riicktransformation in
den Ortsraum reduzieren laft (vgl. auch Kap. 3.4).

Im Vergleich von DVR mit der FFT-Methode zeigt sich, daf bei ersterer der Rechen-
aufwand proportional zu D? steigt, bei der Fourier-Methode dagegen nur mit D log, D.
Der Vorteil des allgemeinen DVR-Verfahrens liegt darin, daf die Wahl der Gitterpunk-
te und der verwendeten Basis speziell an das betrachtete Problem angepafst werden
kann (z.B. konnen die Gitterpunkte im Bereich starker Wechselwirkungen dichter lie-
gen als in Randbereichen) und kein Wechsel zwischen Orts- und Impulsdarstellung
notwendig ist.

In Anhang B.1 wird ein formaler Zugang zum DVR-Verfahren beschrieben, bei dem
die Zahl der Basisfunktionen verschieden von der Zahl der Gitterpunkte sein kann.
Anhang B.2 zeigt ein konkretes DVR-Verfahren, das im praktischen Teil dieser Arbeit
(Kap. 5) eingesetzt wurde und in seiner Konzeption universell einsetzbar ist.
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1.4 Notationen und Konventionen

Operatoren werden mit einem ~ dargestellt, z. B. der Hamiltonoperator

~

H, (30)
die zugehorigen Matrizen werden ohne Akzent dargestellt, also
H. (31)
Das Spektrum eines Operators )A(, also die Menge seiner Eigenwerte?, wird durch
o(X) (33)
symbolisiert.

Um im folgenden die Formeln iibersichtlicher zu halten, werden atomare Einheiten
verwendet, d. h. es gilt:

h=1, e=1, me = 1. (34)
Das Kroneckersymbol 0, hat folgende Bedeutung:
_J 1 fir j=k
Ok = { 0 fir j+£k (35)

Der Differenzenoperator A wirkt, wenn nicht gesondert indiziert, auf den Index n
geméfs

Af(n) = fn+1) = f(n). (36)
Differenzen hoherer Ordnung sind wie folgt definiert:
NFf(n) = X f(n+1) — Af(n). (37)

Fiir £ = 1 wird mit A' = A daraus
Nf(n) =Af(n+1) = Af(n) = f(n+2) = 2f(n+ 1) + f(n). (38)
Die Gammafunktion I'(x) ist definiert durch [12]:

[(x) = 76%“ dt (x> 0). (39)

Die Besselfunktionen J,,(x) erster Art der Ordnung n sind durch
= (-1)* (3

Tnlw) = ,; KIT(n+k+1)

) (40)

2genauer: der Abschlufi der Menge seiner Eigenwerte, also

o(X) = {\: A ist Eigenwert von X} (32)
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definiert [12, S. 389, Gl. (9.52a)|.
Die Norm einer Matrix ist, wenn nicht anders vermerkt, die 2-Norm, definiert durch

D
Izl = | > li/%  [|All = max [|Az]|. (41)
j=1

l|l=1

In den Computerprogrammen wird dagegen stets die 1-Norm verwendet, die durch
D
2]}y = max |z;|,  [|AllL = max > |ay| (42)

<5< <3<
1<5<D 1<5<D =0

gegeben ist.
Das Skalarprodukt zweier Funktionen ¢(x) und ¢ (x) ist definiert durch

(Bl ), (1) = [ 6" (@, 0(a.t) do. (43)

Dabei steht x fiir die Gesamtheit der rdumlichen Koordinaten, von denen ¢ und v
abhéingen.
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2 Methoden zur Berechnung der Matrixexponential-
funktion

2.1 Polynomiale Approximationen
2.1.1 Taylor-Entwicklung

Die Exponentialfunktion einer beliebigen (D x D)-Matrix A ist definiert durch die
Taylorreihe der Exponentialfunktion mit Matrixargument:

=) —. (44)

Dieser Ausdruck kann durch das Taylorpolynom py(A) vom Grad N approximiert
werden:
A YA
e = py(A) = Z

n=0

o (45)
Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist unendlich, somit ist zumindest theoretisch
die Exponentialfunktion beliebig genau berechenbar, wenn nur geniigend viele Sum-
manden aufaddiert werden. In der Praxis treten jedoch mehrere Probleme auf. In [13]
wird darauf hingewiesen, dafs die Taylorreihe schon im skalaren Fall sehr langsam
konvergiert. Oft treten dabei sehr groffe Summanden mit alternierenden Vorzeichen
auf, sodaft Rundungsfehler, bedingt durch die endliche Stellenzahl der Computer, sehr
bedeutsam werden und unter Umstidnden zu vollig falschen Ergebnissen fiihren.

Das Konvergenzverhalten einer Matrix kann durch ihre Norm abgeschétzt werden. In
[13] wird als Fehlerabschitzung die Ungleichung

T !
low(A) = €7ll < <<N+1>!> (1— HAH/<N+2)> =0 (46)

angegeben. Will man also eine Fehlertoleranz von § unterschreiten, so mufs man N so
wihlen, daf (46) erfiillt ist. Man sieht, daff N umso grofer sein mufs, je grofer die
Norm ||A|| ist.

Man kann nun das Konvergenzverhalten verbessern und die Rundungsfehler minimie-
ren, wenn man die Identitat

e = (eA/s)s (47)

verwendet [13, 14, 15]. Setzt man den Skalierungsfaktor s = 27, so erhdlt man die
Exponentialmatrix durch ¢-faches Quadrieren von e*/*, wofiir effiziente Computeral-
gorithmen existieren.

Die Matrizen in unserem speziellen Fall sind ja von der Form A = — i HA¢, sodaf sich
fiir kleine Zeitschritte At die Matrixexponentialfunktion durch

e THA — 1 — iHAt + O(At?), (48)
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also durch die fithrenden Terme der Taylorreihe ndhern ldft. Diese Ndherung ist aller-
dings nicht unitdr und erhélt somit nicht die Norm der Wellenfunktion, die propagiert
werden soll.

Eine Verbesserung dieser Naherung durch rationale Funktionen wird in 2.2 diskutiert.

2.1.2 Cayley-Hamilton-Verfahren

Dieses Verfahren beruht auf der Kenntnis des charakteristischen Polynoms Pa(z) [13].
Dies ist definiert durch

Pa(z) = det(z1 — A) = 2" — z_: crzt. (49)

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist Pa(A) = 0 und damit
A" = C()]. + ClA + -+ Cn_lAn_l, (50)

d.h. jede Potenz von A lift sich als Linearkombination der A° = 1, A, ... A""! dar-
stellen:

n—1
=> ByA, k=0,1,.... (51)
j=0

Somit kann e** zu einem Polynom in A mit analytischen Koeffizienten in ¢t umgeformt
werden:

-X 9 - L 2, Ok

Al 00 Aktk tk n—1
e
k=0

)y ﬁkj,g,] w (52)

<.
>—lO

3

- Lot

Die Koeffizienten (;, die die analytischen Koeffizienten gemif o;(t) = 3 Bx;t"/k!
bilden, lassen sich wie folgt rekursiv berechnen:

5kj (/{7 < n)
) (k=n)
Brs = CoBk—1,n-1 (k>n,7=0) (53)
¢iBr—1n-1+ Br—1,-1 (k>n,j>0).

Bei der Rekursion der Koeffizienten konnen Rundungsfehler das Ergebnis stark beein-
flussen [13]. Im skalaren Fall (1 x 1-Matrix) reduziert sich der analytische Koeffizient
zu einer Taylorreihe, und die dort (2.1.1) besprochenen Fehlerquellen kommen auch
hier zum Tragen.
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Ein weiterer Nachteil ist die Tatsache, daft das charakteristische Polynom der Matrix
bekannt sein mufs. Die Berechnung von Pa(z) (beispielsweise iiber die Eigenwerte von
A) ist sehr rechenintensiv und wiederum anfillig gegeniiber Rundungsfehlern.

In [13] sind weitere Verfahren beschrieben, denen eine andere Basis des von den Matri-
zen A° Al .. A"l aufgespannten Unterraums zugrundeliegt. Die Nachteile entspre-
chen den oben genannten.

2.1.3 Tschebyscheff-Approximation

Eine polynomiale Entwicklung, die weniger rechenintensiv ist und dariiberhinaus eine
hohere Rechengenauigkeit aufweist [16], ist die Approximation der Exponentialfunkti-
on durch Tschebyscheff-Polynome.

Es zeigt sich, daf sich die Berechnung von e~ '# auf die Approximation der skalaren
Funktion e~ '# zuriickfiihren 1Rt [16], wobei z € o(A) ist. Der Bereich, in dem die 2
liegen, 14ft sich durch eine Kreisscheibe um einen Mittelwert z mit dem Radius Az
darstellen (siehe auch Abbildung 1):

i

z=Z+ Az, wobei z € o(A) und |z| <. (54)

Abbildung 1: Zur Zerlegung von z = z + zAz.

In unserem speziellen Fall ist wegen A = HAt und der Hermitizitédt von H 2 reell; somit

ist auch z reell:
ze[-1,1], (55)

d. h. z 148t sich in der Form
x = cos(d) (56)

schreiben.
Aus Gleichung (54) folgt fiir e~

e—izze—iée—ia:Az‘ (57)
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Mit [17, Gln. (9.1.44) und (9.1.45)] 1Rt sich e*1*2# schreiben als

T8 — T (Az) 42 i(i )" T (A2)T, (). (58)

n=1

Die Tschebyscheff-Polynome 7;, sind dabei definiert als
T, (cosf) = cosnd. (59)

Gleichbedeutend damit ist die Definition [12, S. 782,Gl. (19.183a)]

T, (z) = cos(n arccos ), x € [-1,1] (60)
Somit folgt fiir e~ 1#:
efiz — efiiefixAz
= ¢ 7 (JO(AZ) +2) (—i )"Jn(Az)Tn(x)>
n=1
= e 7> (—1)"Crdn(A2)T,(2) (61)
n=0

mit den Normierungsfaktoren

und den Besselfunktionen ./, siche (40).
Fiir die Tschebyscheffpolynome gilt folgende Rekursionsformel [12, S. 782, Gl. (19.186)]:

To(x) =1, Ti(x)=x
(63)
Thii(z) =22 - Ty(x) — Tpoo1(x) (n>1).

Die Entwicklung (61) 148t sich nun approximieren, indem man nach einer endlichen
Zahl N von Summanden die Summation abbricht:

N
e x Y a, (). (64)
n=0

Die Definition der Entwicklungskoeffizienten folgt hierbei aus (61):
an =€ F(—1)"CpJn(A2) (65)

Hier wird auch ein grofer Vorteil dieser Methode sichtbar: die Besselfunktion J,,(Az)
geht fiir n > Az exponentiell gegen Null. Das bedeutet, dafs nur wenige Terme oberhalb
n = Az beriicksichtigt werden miissen, um Konvergenz zu erreichen [7].
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Fiir die konkrete Berechnung der Matrixexponentialfunktion exp(—iHA%) ist eine Ab-
schitzung fiir den Betrag des groften und des kleinsten Eigenwerts von H notwendig?.
Erhilt man die Matrixdarstellung von H durch Einfithrung eines Raumgitters (siehe
auch 1.3.2), so kann der Bereich der Eigenwerte von H iiber die Extremalwerte der
kinetischen und der potentiellen Energie ndherungsweise bestimmt werden [16]:

Der maximale Impuls py,ay, der auf einem Gitter dargestellt werden kann, ist mit dem
Gitterabstand Ax verkniipft {iber

T
max — A _* 66
p s (66)
Daraus folgt ein Wert fiir die maximale kinetische Energie
2 2
Tmax - Prmax = T (67)

2m 2mAax?’

Sind Vi, und V.« die minimalen bzw. maximalen Werte der potentiellen Energie auf
dem Gitter, so liegen die Eigenwerte von H in dem Bereich

7T2

U(H) C Vmim Vmax + W .

(68)

Aus den endlichen Abmessungen des Raumgitters resultiert ein minimaler Wert der
kinetischen Energie, die sog. Nullpunktsenergie, die in obiger Abschatzung nicht be-
riicksichtigt wurde. Somit ist das betrachtete Intervall etwas grofer als der tatséchliche
Spektralbereich von H.

Folglich kann der Hamiltonoperator renormiert werden, sodaf

0 (Fuom) C [-1,1] (69)
gilt. Mit den Abkiirzungen
AE = M T v v (70)
- 2 ZmA‘%‘Q max min
_ 1 w2
E = 5 (m + Vmax + Vmin) (71)

fiir den Bereich AE und den Mittelwert £ der Energieeigenwerte folgt

. H—1E
Hnorm = 72
NG (72)
fiir den renormierten Hamiltonoperator. Aus
H=1FE + HyomAFE (73)

3Bei anderen physikalischen Problemstellungen wire z.B. auch eine Abschitzung iiber die
Gerschgorin-Kreise moglich (siehe dazu auch [18, Kap. 2.3])



2 ZUR BERECHNUNG DER MATRIXEXPONENTIALFUNKTION 14

folgt

—iHAt _ —iEAt,—iHnomABAL (74)

(& €

in der Matrixschreibweise. Ein Vergleich mit (57) liefert die Substitutionen

z — HAt, (75)
z — EAt, (76)
Az — AEAt (77)
r — Huom- (78)

Eingesetzt in (64) ergibt sich hieraus eine Niherung der Matrixexponentialfunktion®:
' N

e 1HAt o > T (Hnorm)- (79)
n=0

mit den Entwicklungskoeffizienten aus (65) und den Ersetzungen (75)-(78).

Die Genauigkeit dieses Verfahrens wird nur durch das Verhiltnis von N und AFEAt
bestimmt, sodafs die Schrittweite At prinzipiell keinen Beschrankungen unterliegt und
beliebig gewahlt werden kann, wenn /N geniigend grofs ist.

2.2 Rationale Approximationen
2.2.1 Motivation
In 2.1.1 wurde die Matrixexponentialfunktion durch
e A — 1 — iHAL + O(A#?) (80)

approximiert. Wie dort bereits angemerkt, ist diese Naherung nicht unitér. Besser ist
die Approximation der Form

inar_ 1= iH(AY2)

1+ iH(At/2) +0(at), (81)

die unitdr und von héherer Ordnung in At ist. Gleichung (81) 14kt sich fiir einen
zeitabhéngigen Hamiltonoperator der Form H = T + V(¢) noch zu

11— iH-(At/2) — iV (A2/4)

N 1+iH~(At/2)+iV-(At2/4)+O(At3) (82)

U(At)

4Die Tschebyscheff-Entwicklung kann auch fiir Matrixexponentialfunktionen mit reellem Argument
verwendet werden, z. B. fiir die Berechnung von e~H in Gl. (5). Dies lift sich analog zu obigen Uber-
legungen auf e~*2# guriickfiihren. Auch hier kann nach [17, Gl. (9.6.34)] eine Entwicklung der Form
(61) angesetzt werden, wenn die Besselfunktionen Jj durch die Besselfunktionen mit rein imagindren
Variablen I}, ersetzt werden. Diese sind mit den Jj verkniipft iiber [12, S. 399, Gl. (9.53a)]

Ii(z) = i *J.(iz).
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verallgemeinern [19].

Man sieht, dafs diese Verfahren umso genauer sind, je kleiner die Zeitschritte At ge-
wahlt werden. Dies fiihrt aber zu einem sehr groffen Rechenaufwand, da fiir jeden
Zeitschritt u. U. sehr grofe Matrizen zu invertieren sind. Ist man also nicht an einer
hohen zeitlichen Auflésung interessiert, sind Verfahren giinstiger, deren Genauigkeit
unabhéngig von At gewdhlt werden kann. Ein derartiges Verfahren liefert die Padé-
Approximation.

2.2.2 Padé-Approximationen

Das Padé-Verfahren beruht auf der Ndherung der Exponentialfunktion durch eine
rationale Funktion.
Es gilt der Zusammenhang [20]

e HAL — [L/M](— iHAt) + O(AtETMH), (83)

Die Padé-Approximante [L/M](z) ist definiert durch zwei Polynome p(z) und ¢(z)
vom Grad degp = L bzw. degq = M:

L) = FEL, (5)

wobei p(z) und ¢(z) durch [13]

— N\

P = X G (%)
M — ) M!

W) = 2 LiLMj 53/37); (86)

gegeben sind.

Man sieht aus (83), daf der Fehler in At die Ordnung L+ M +1 besitzt, und demzufolge
die Schrittweite At schon bei kleinen Werten fiir L und M relativ groft gewahlt werden
kann, verglichen mit anderen Verfahren.

Der Nachteil dieses Verfahrens ist, daf zur Berechnung der Matrixexponentialfunktion
die Matrix ¢(+1HA) zu invertieren ist, was sehr rechenintensiv ist und auferdem die
Genauigkeit durch Rundungsfehler stark einschrinken kann. Besonders in der Nihe
von Nullstellen des Nennerpolynoms ¢(z) konnen kleine Abweichungen, dividiert durch
noch kleinere Werte des Nenners, zu extremen Fehlern fiihren.

In [13] wird die Padé-Approximation fiir Matrizen A empfohlen, deren Norm [|A||
(siche (41)) nicht zu grof ist. Eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens konnte
auch hier durch geeignete Skalierung (Gleichung (47), siehe auch [14]) erreicht werden.
[13] und [14] verwenden die diagonale Padé-Approximation mit L = M, da bei etwa
gleichem Rechenaufwand (L — 1 Matrixmultiplikationen) die [L/L]-Approximation die
geringsten Rundungsfehler und grofitmogliche Stabilitéat aufweist.
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In diesem Fall ist wegen L = M auch

L
p(z z:: 2L—j)l_L;) (87)
und die Padé-Approximante gegeben durch
[L/L](2) = [p(=2)]""p(2). (88)
Gleichung (81) stellt iibrigens die diagonale Padé-Approximante mit L = 1 dar:
e AL — [1/1](— iHAL) + O(AP) = %m + O(A?). (89)
Eine Erweiterung des Padé-Verfahrens wird in [21]| vorgeschlagen:
Man fiigt zur [L/L](A)-Approximation den Term
cA?EH 2L+1 2L+2 2L+3
DA =cA + cA + O(A“"™?) (90)

hinzu. Ein Vergleich mit der Taylorentwicklung zeigt, dat die Approximation (90) die
Ordnung 2L + 2 besitzt, wenn

_ (=@
2L+ 1) (2L)!

(91)

gewahlt wird. Der Vorteil hierbei ist, daf die erzielte Genauigkeit der [L + 1/L + 1]-
Approximation entspricht, obwohl der Rechenaufwand geringer ist als bei der direkten
Berechnung dieser Approximation nach Gl. (88) .

2.3 Matrixextrapolationsverfahren

Ein weiterer Zugang zur Berechnung der Matrixexponentialfunktion bietet sich durch
die Verwendung von Eztrapolationsverfahren, zu denen strenggenommen auch das im
vorigen Abschnitt vorgestellte Padé-Verfahren zahlt. Dies wird in Abschnitt 2.3.1 deut-
lich.

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist die Taylorapproximation der Matrix-
exponentialfunktion in der Form

N Ak
pn(A) = R (92)
k=0
(siehe (45), Kap. 2.1.1).
Definiert man nun
Sy == pn(A), (93)

so erhélt man fiir wachsenden Approximationsgrad /N eine Folge von Matrizen

507 Sh 527 I (94)
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die gegen S,, = exp(A) konvergiert. Zum Konvergenzverhalten der Taylorreihe siche
auch Kapitel 2.1.1.

Um eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens zu erhalten, bietet sich eine Folgen-
transformation an, die die Folge (94) in eine transformierte Folge

So, S1,Ss ... (95)

tiberfithrt. Konvergiert (95) schneller als (94), war die Transformation erfolgreich [22].

Im folgenden werden einige Transformations-Algorithmen vorgestellt.

2.3.1 e-Algorithmus und verwandte Verfahren

Der e-Algorithmus ist durch das Rekursionsschema

e =0, e = s,
96
(m) _ (1) 1 (96)
€er1 = €k—1 (nt1) n)
€k — €

definiert [23]. Die s, bilden die skalare Ausgangsreihe. Dabei sind die e,(cn) mit ungera-
dem k£ nur Hilfsgrofien, wihrend die mit geradem k die transformierte Folge darstellen.
Dieser Algorithmus kann direkt in ein Verfahren fiir quadratische Matrizen iibersetzt
werden gemaéfs
6(_n1) =0, 6(()”) =S,,
(97)
et [ -]

Man sieht, daf in jedem Iterationsschritt Matrixinverse zu berechnen sind, was die
Anwendung dieses Verfahrens hauptsichlich auf kleine Matrizen einschrénkt.

Zu beachten ist, dafs der e-Algorithmus die obere Hélfte der Padé-Tafel berechnet. Es
gilt der Zusammenhang [23, 24|

es) = [n+k/kl;(2),  k>0n>0, (98)

wenn fiir die s,, die Partialsummen
ful) = 3 st (99)
k=0

der Potenzreihenentwicklung von f(z) eingesetzt werden.
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2.3.2 Levin-artige Verfahren

Der Prototyp aller Levin-artigen Transformationen ist die Levin-Transformation [25]:

(B4+n+)F" s,y
j§0< ) ( ) (ﬁ +n+ k)kil Wnj (100)
f( ) ()(ﬁ+n+g‘)“ 1
§=0 (B+n+ k)t Wntj

[ ist hierbei eine Konstante, die w,, sind sogenannte Restabschdtzungen, d.h. Grofen,
die die Beziehung

El(fn) (ﬁa Sn, wn) -

S — Sp

lim =, 0 <|c] < o0 (101)
n—oo w?’L
zumindest ndherungsweise erfiillen [22|. s bezeichnet den Limes der Folge {s,}. Man

hat also eine Folgentransformation der Form

{80,81,...,8k} — {ﬁéo),ﬁgo),,ﬁlgo)} (102)
In der Praxis sind folgende Restabschétzungen und Bezeichnungen iiblich:
t-Variante: ‘w, = As,_; (103)
i-Variante: ‘w, = As, (104)
u-Variante: “w, = (n+ 6)As,_; (105)
v-Variante: ‘w, = —As,As, 1/, 1 (106)

Der Differenzenoperator A wirkt hier geméf Definition (36) bzw. (38). Obige Bezie-
hungen lassen sich ebenso fiir Matrizen und — abgesehen von der v-Variante nach (106)
— auch fiir Vektoren verwenden.

Sind die s,, als Partialsummen einer Potenzreihe in z darstellbar, also von der Form
n .
Sn =Y a;z’ (107)
=0

mit Koeffizienten a;, so ergibt sich fiir die Restabschitzung im Falle der ¢-Variante:
Wp = ap2". (108)

Setzt man (107) und (108) in (100) ein, erhdlt man
by (£) G Pl
(
(

)

=0 B+n+k)k1 a,, znt
)
)

for() e

Werden Ziahler und Nenner mit z"** durchmultipliziert, erhilt man jeweils einen po-
lynomialen Ausdruck in z, insgesamt ist £,(€") (0, Sn,wy) also eine rationale Funktion in
z und damit mit den in Abschnitt 2.2 vorgestellten Verfahren verwandst.

LM (B, 50, wn) = (109)

B+n+yg
ﬁ+n+kk1a+zn+3
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Auch die skalare Levin-Transformation laft sich auf Matrizen tibertragen. Die S,, sind
wegen (93) von der Form (107), also Polynome vom Grad n mit dem Argument A
und koénnen daher in (109) eingesetzt werden. Fiir A = — i HA? resultiert daraus eine
rationale Approximation des Zeitentwicklungsoperators.

Aus (100) folgt die Matrix-Levin-Transformation®

k\ (B+n+ 5! )
> Eﬁ + Z+ 2§k1 Sntj wnij
k (5+n+j>k—1 B
i) (Btnt k)t nti

k
5 (~1) (
L3,y wp) = = / (110)

S (~1)]

j=0

Durch die bereits erwihnte Erweiterung von Zihler und Nenner mit z"** bei festge-
legtem n und £ kann die Invertierung der w,;; umgangen werden, sodafs insgesamt

nur eine Matrixinversion zur Berechnung von E,(C") (0, Sn, wyn) notwendig wird.

2.4 Vektorextrapolationsverfahren

Prinzipiell kann man jede (D x D)-Matrix A durch Umsortieren der Matrixelemente

—

in einen D?-dimensionalen Vektor A {iberfiihren:

an
a1l aip apy
A=| + - — A= . (111)
api -+ app aip
app

Wendet man (111) auf die Matrizen der Folge (94) der Taylormatrizen an, so erhilt
man eine Folge von Vektoren o
S0,51,. -+, (112)

auf die man Vektorextrapolationsverfahren anwenden kann, um den Vektor §oo zZu
bestimmen, aus dem man schlieflich die Matrix S, = exp(A) durch Umordnung der
Elemente in Umkehrung zu (111) erhélt.

Da fiir Vektoren v # 0 kein Inverses existiert, konnen skalare Algorithmen nicht oh-
ne weiteres auf Vektoren iibertragen werden. Immerhin ist es jedoch moglich, Pseu-
doinverse zu definieren, um dieses Problem zu umgehen und skalare Methoden auf
Vektorverfahren zu erweitern.

®Wenn S,,+; und wy,; nicht vertauschen, existieren zwei verschiedene Transformationen, je nach-

dem, ob im Zghler S, ; w;}rj oder w;i ; Sp+j gesetzt wird. Mit der vorliegenden speziellen Wahl von

S, und w,, sind beide Transformationen jedoch identisch.
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Eine mogliche Definition des Pseudoinversen ist durch

7= (113)

mit dem Skalarprodukt . .
(@b) = (@) b=ab (114)

gegeben.
Einige Vektorextrapolationsverfahren werden im folgenden erklért.

2.4.1 e-Algorithmen

Mit der Definition (113) kann der e-Algorithmus (96) aus Abschnitt 2.3.1 direkt in
einen vektoriellen e-Algorithmus tibersetzt werden [26, Kap. 4.1]:

e =0, &r=5,,

(115)
n+1 —(n+1 =(n)] —
) g [ — e ]

Durch die Verwendung des Pseudoinversen ist dieser Algorithmus auch fiir grofsere
Matrizen geeignet, vgl. Kap. 2.3.1.

Eine andere Variation des e-Algorithmus stellt der topologische e-Algorithmus dar |26,
Kap. 4.2]. Davon existieren zwei Varianten: der erste topologische e-Algorithmus in der
Form .

e =0, & =5,

—

i =t + — e
" grEst — el (116)
ggz) , = ggzﬂ) 6&2 - Eék)
+ n+1 — —(n+1 —(n )
(€ gk+1) - Egk)+1>T(e ék ) — Eék))

sowie der zweite topologische e-Algorithmus, der sich vom ersten nur durch die Rekur-
sionsvorschrift fiir gerade untere Indizes unterscheidet. Man erhélt ihn, indem man die
letzte Zeile von Gl. (116) durch

=(n) 2n+1) géZ-FQ) - gg’;ﬂ)
e Y 4 . 117
N RS RN (1 A ) o

ersetzt.

Der Vektor ¢ # 0 in (116) ist hierbei beliebig, aber fest gewdhlt. Auch bei den Al-
gorithmen (115), (116) und (117) sind die Grofen € g’,:,lrl, also mit ungeradem unteren
Index, nur Hilfsgréfien.
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2.4.2 Projektionsmethoden

Eine grofte Klasse von Vektorextrapolationsverfahren stellen die Projektionsmethoden
dar. Diese Bezeichnung riihrt daher, daft versucht wird, die Abweichungen einer Vek-
torfolge vom Grenzwert aus dieser Folge herauszuprojizieren, um so das Konvergenz-
verhalten zu beschleunigen.

Die e-Algorithmen, die bereits in Abschnitt 2.4.1 behandelt wurden, bilden eine wich-
tige Gruppe von Projektionsalgorithmen. Die zweite grofe Gruppe beinhaltet die poly-
nomialen Verfahren. Hierzu gehoren das minimal polynomial extrapolation-Verfahren
(MPE) [27], das modifizierte MPE-Verfahren (modified minimal polynomial extrapola-
tion method, MMPE) |28| sowie die reduced rank extrapolation-Methode [29, 30].
Diese Verfahren lassen sich in einer Formel zusammenfassend darstellen: Die Vektoren
der Folge seien mit S,, bezeichnet. Thre Dimension sei D. AJ,'% . ist die (D x k)-Matrix mit

den NS, ..., NS, . als Spaltenvektoren®. Aus einer gegebenen Hilfsfolge von D-

dimensionalen Vektoren ¢ ,(Cn), die frei bestimmbar sind, bildet man die (D x k)-Matrix

Y,.x mit den Vektoren 7\, ... 7",

Nun wird eine Transformation {S,} — {T,} definiert durch [26]:
Tor = S0 — A (YL,A2,) 7 Y,AS, (118)

Fiir gn) = A§n+j+1 erhidlt man das MPE-Verfahren. Setzt man ¢ §n) = ¢/; mit festen

Vektoren g, so hat man das MMPE-Verfahren und fiir 375-”) — NS, ;. die RRE-
Methode.

2.4.3 Vektor-7-Transformation

Die Vektor-J -Transformation ist gegeben durch [22]

5O =5, o0=a,

n =

k+1) _ (k) n_ =(k)
S = Sns1 Wnt1s
AP ag®
(119)
T
Ac ® | AlrR) g k)
- k) - (k n n n S (k
W%Hl) = rfmllw sl-f)—l - [ }( { } 514217

v T B ({Sa} A&} {rP}) = 5

mit quadratischen Matrizen r*) (man beachte die vertauschte Anordnung der Indizes
n und k). Statt der r*) kénnen auch Vektoren i * = r*)5 (%) yorgegeben werden, was

6Zur Definition der Differenzenoperatoren & siehe (36) und (37).
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den Speicherbedarf reduziert und auf folgenden Algorithmus fiihrt:

sO=5, 3O=g,
.|.
IO
gkt — gk AP A5l )
n — 9 n+l + n+1»
AGP] Azl
(120)
T
S OINIG
Sk _ g ® AG] Adf
n n+1 T n+1»
[Awn’ﬂ Az P

VT ({8, 4@.3, fr9}) = 5.

Setzt man die Matrizen r*) als Vielfache der Einheitsmatrix 1, also r¥) = #1150
folgt i * = r® G *) ynd damit

§1(10) - §na 931(10) = ajm

AP Az
(k1) _ 2(k) n n =(k)
S n+1 (k) + k) wn+1a

A } AG Y

(121)
.|.
AG®] G

@ k) — [ l 035511&/’(@7

vT W (1S} @} {r1}) = 50

Ahnlich wie beim e-Algorithmus existiert auch bei der J-Transformation eine topologi-
sche Variante, die topologische [J - Transformation. Man erhilt sie aus den Rekursionen
(119)-(121), indem man jeweils [A& ¥t durch [§*))7 ersetzt. Die Vektoren §*) #£ 0
sind wieder frei wéhlbar.

Fiir die Wahl der Restabschétzungen &, gelten die Anmerkungen in Abschnitt 2.3.2.
Auch im Falle der 7-Transformation sind géngige Restabschétzungen durch Gln. (103)-
(106) gegeben.

2.5 Weitere Verfahren
2.5.1 Diagonalisierung

Das naheliegendste Verfahren zur Berechnung der Matrixexponentialfunktion stellt
die Diagonalisierung dar. Gesucht wird also eine Matrix X, die A auf Diagonalgestalt
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bringt, d. h. die

dy 0
1 dl
D=X""AX, D= ) (122)
0 dp
erfiillt. Gleichbedeutend mit der Bestimmung von X ist die Berechnung aller Eigen-
werte von A, die ja die Eintrdge dy, ds, ..., dp in der Hauptdiagonalen von D bilden.

Ist D bekannt, kann die Matrixexponentialfunktion berechnet werden:
edo 0
et =XeP X=X _ Xt (123)
0 | edp

Dieses Verfahren ist sehr rechenintensiv, da X berechnet und invertiert werden muf und
aufierdem sehr anféllig gegeniiber Rundungsfehlern, da Fehler in den d; (7 = 0,..., D)

bei der Berechnung von e% exponentiell anwachsen.

2.5.2 Programme zur Losung von Differentialgleichungen

In [13] wird darauf hingewiesen, daf bereits bestehende Computerprogramme zur Lo-
sung von Differentialgleichungen auch zur Berechnung von exp(At) eingesetzt werden
kénnen.

Diese Programme sind im allgemeinen darauf ausgelegt, ein System der Form

&= f(z,1), z(0) = zo (124)

zu 16sen. Wahlt man f(xz,t) = Az, so erhilt man die k-te Spalte von exp(At), wenn
als Randbedingung z( gleich der k-ten Spalte der Einheitsmatrix gesetzt wird.

Fiir grofere Matrizen ist diese Methode sehr ineffektiv, da diese Programme die ex-
plizite Zeitunabhéngigkeit der auftretenden Koeffizienten in A i.a. nicht ausnutzen
[13].

2.5.3 Cauchysche Integralformel

Fiir Funktionen f(z), die auf einer geschlossenen Kurve K und in dem von ihr um-
schlossenen Gebiet analytisch sind, gilt der Cauchysche Integralsatz:

_ L e
S !f) £ e (125)

wenn 2z in diesem Gebiet liegt [12]. £ durchlduft dabei die Kurve K im Gegenuhrzeiger-
sinn. Dies kann zur Berechnung der Matrixexponentialfunktion herangezogen werden.



2 ZUR BERECHNUNG DER MATRIXEXPONENTIALFUNKTION 24

Setzt man fiir die Funktion f(z) die Exponentialfunktion mit dem Argument A ein,
so erhilt man

es
TA de. (126)
)

1
A

"o

(Ko
Die Kurve K, (a) schliefst dabei das gesamte Spektrum der Eigenwerte von A ein.
Auch hier mufs also der Bereich, in dem die Eigenwerte liegen, bekannt sein bzw.
abgeschitzt werden (vgl. hierzu Kap. 2.1.3). Dariiberhinaus muf die Matrix {1 —
A fiir alle £ invertiert werden, was insbesondere bei sehr grofsen Matrizen zu einem
erheblichen Rechenaufwand fiihrt. Falls man das Integral numerisch auswertet, wobei
der Integrand an endlich vielen Stellen &,, n =1,..., N zur Berechnung herangezogen
wird, miissen N Matrixinversionen durchgefiihrt werden.
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3 Verfahren zur Propagation von Wellenpaketen

Ist man nur am Endzustand () interessiert, kann die explizite Berechnung der Ma-
trix exp(—iHt) umgangen werden. Die im folgenden dargestellten Verfahren stellen
groftenteils Modifikationen der im Abschnitt 2 vorgestellten Methoden dar, sodafs
auf eine Wiederholung der Herleitungen verzichtet und nur die Unterschiede zu den
Matrizenverfahren herausgearbeitet wurden.

Eine Ausnahme bildet das split operator-Verfahren, das zwar eine Umformung der Ma-
trixexponentialfunktion beinhaltet, aber durch seine Verbindung mit schneller Fourier-
Transformation eher zu den Propagationsverfahren zu zéhlen ist. Eine Beschreibung
erfolgt in Abschnitt 3.4.

3.1 Polynomiale Approximationen
3.1.1 Taylor-Reihe

Ausgangspunkt ist die Taylorentwicklung der Matrixexponentialfunktion nach Glei-
chung (45) (vgl. Kap. 2.1.1) mit —iH¢ als Matrixargument, angewandt auf die Wel-
lenfunktion zum Zeitpunkt ¢, = 0:

U(t) = e M'P(0) ~ py (= iH1)Y(0). (127)

Durchlduft der Approximationsgrad N die Werte n = 0,1, ..., 00, so erhdlt man mit

= | =

(—iH)’¥(0) (128)

-

<

bo = pal— iHOU(0) =3

J

eine Folge von Vektoren v, 1, ..., die fiir n — oo gegen () strebt.
Diese Vektorfolge kann rekursiv berechnet werden: aus der Definition (128) folgt fiir
den Vektor v, die Gleichung

n+11 ) ; ' "
Ypp1 = jgoﬁ(_lHt> w(o):¢n+7(n+1)!(—1Ht> 1(0)
iHt
- wn_n+1

Ay, (129)

wobei A, _1 nach Gleichung (36) definiert wurde als
1 i n
Zusammenfassend gilt also die Rekursion
Yo = ¥(0), Y1 = (—iH)¥(0)
) (131)
Y1 = Yy — —Ml:'_t Ay, (77, > 1).
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In der Praxis kann die Folge von Vektoren so lange berechnet werden, bis im Rahmen
der gewiinschten oder erreichbaren Genauigkeit v,,1 = v, gilt. Der Vorteil dieses
Verfahrens liegt im verringerten Rechenaufwand gegeniiber der Taylorentwicklung nach
Kap. 2.1.1, da keine Matrixmultiplikationen durchzufiihren sind und nur die Matrix
(iHt) abgespeichert sein muf.

3.1.2 Cayley-Hamilton-Verfahren

Auch hier lassen sich Rechenaufwand und Speicherbedarf erheblich reduzieren, wenn
man die Matrizen A°, Al .. A""! (sieche Kap. 2.1.2) jeweils mit dem Zustandsvektor
¥ (0) multipliziert. Man erhélt dann eine Folge von Zustandsvektoren ¢y = 1(0), ¢, =
Ay, ..., Y1 = A, o, die in die Entwicklung (52) eingesetzt werden konnen. Daraus
ergibt sich

M (0) Z (t)a);, A=—1iH. (132)

Zur Definition der «;(t) siche Kap. 2.1.2.

3.1.3 Tschebyscheff-Methode

Wie bereits in Kap. 2.1.3 hergeleitet, 1aft sich die Matrixexponentialfunktion nach den
Tschebyscheff-Polynomen 7,, entwickeln:

71Ht Z an n norm (133)

Die Grofen a,, und Hyopm sind in (65) bzw. (72) definiert.
Angewandt auf die Wellenfunktion ergibt sich hieraus

o(t) = e M(0) = Zan 12 (Huorm)1(0) (134)
= Zanwn (135)

mit der Substitution

@Zjn = Tn(Hnorm>¢(O)- (136)

Zur rekursiven Berechnung der 1, kann Gleichung (63) verwendet werden; aus ihr folgt

1/}0 = 1/}<0>7 ¢1 = Hnormqu)(o)

7ﬂnJrl = 2Hnormwn - 7ﬂnfl (n > 1)

(137)
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3.2 Extrapolationsverfahren mit Matrixinversion

Grundsatzlich lassen sich die in den Abschnitten 2.2 und 2.3 beschriebenen Verfah-
ren auch zur Propagation des Zustandsvektors verwenden, indem man die aus ihnen
erhaltenen Ndherungen direkt auf den Zustandsvektor anwendet. Das Padé-Verfahren
nach Kap. 2.2.2 wird hier durch seine Verbindung mit dem e-Algorithmus (siehe auch
die Ausfithrungen unter Kap. 2.3.1) als Extrapolationsmethode behandelt.

Nachdem aber ein schwerwiegender Nachteil dieser Verfahren — ndmlich die Durchfiih-
rung einer oder mehrerer Matrixinversionen pro Extrapolationsschritt — auch durch
den Ubergang auf den Zustandsvektor nicht beseitigt wird, sind diese allenfalls von
theoretischem Interesse und sollen hier deshalb nicht weiter verfolgt werden.

3.3 Extrapolationsverfahren ohne Matrixinversion

Der erhebliche Rechenaufwand, den eine Matrixinversion mit sich bringt, wird durch
die Verwendung der im folgenden beschriebenen Methoden umgangen. Die Anwendung
von Vektorextrapolationsmethoden auf eine Folge von Zustandsvektoren ist aber noch
aus anderer Sicht interessant:

Durch die Umformung einer (D x D)-Matrix zu einem Vektor nach (111) erzeugt
einen D?-dimensionalen Spaltenvektor. Der Zustandsvektor zu einem Problem mit
einer (D x D)-Hamiltonmatrix besitzt aber nur die Dimension D, somit verringert
sich der Rechenaufwand im Vergleich zu den in Kap. 2.4 vorgestellten Methoden ganz
erheblich.

3.3.1 e-Algorithmen
Der Vektor-e-Algorithmus nach (115) kann direkt auf die Folge 1o, 91, ... der Wellen-

funktionen, definiert durch (128), angewandt werden:

e =0, &Y =un,
(138)



3 VERFAHREN ZUR PROPAGATION VON WELLENPAKETEN 28

Alternativ dazu sind auch die topologischen e-Algorithmen méglich:

e =0, &Y =1,

oki1 = €p1 + FT(ESD _ 2y
g et — ey (130)
T - e
bzw
—(n+2 —(n+1
T T .
(€akir — Exqr) (€~ — € )

Auch hier ist i ein Hilfsvektor, sieche Abschnitt 2.3.1.

3.3.2 Projektionsmethoden

Die in Abschnitt 2.4.2 vorgestellten Projektionsalgorithmen konnen direkt auf die Wel-
lenfunktionen angewandt werden, wenn man in der Definition der Matrix A , die

Vektoren S, durch die v, aus Gleichung (128) ersetzt.
7?n,k = n — Aln,k (Y:z,kAzn,k)_l YL,kAwn (140)

3.3.3 Vektor-7-Transformation

Sowohl die Vektor-7-Transformation als auch die topologische [7-Transformation las-
sen sich zur Extrapolation der Wellenfunktion verwenden, wenn man in den Glei-
chungen (119), (120) und (121) die Ersetzung S, — 1, vornimmt (zur topologischen
J-Transformation beachte man die Anmerkungen am Ende von Kap. 2.4.3). Exem-
plarisch soll dies hier fiir Gleichung (119) geschehen:

§7(10) = T/Jm C‘_)»%O) - U_jna
(a5 ®]" AsE
n (k)

(141)

537(1“1) = rﬁ@ 5;121

v T B (g} (@}, {rP}) = 50,
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3.4 Split-Operator-Verfahren

Das split-operator (SO) Verfahren [31, 32] laft sich anwenden, wenn man den Ha-
miltonoperator in einen kinetischen und einen potentiellen Anteil aufspalten kann:
H =T+ V. Dann kann die Matrix des Zeitentwicklungsoperators durch symmetrische
Aufspaltung des kinetischen Energieoperators folgendermafen approximiert werden:

e AL — o= 1(T/2)AL (—IVAL —i(T/2AL 4 (A, (142)

Der Fehler dritter Ordnung in At ist eine Folge der Nichtvertauschbarkeit von T und
VT

Das SO-Verfahren macht nun Gebrauch von der Tatsache, dafs T im Impulsraum diago-
nal ist und dort im wesentlichen einer Multiplikation mit dem Quadrat des Wellenvek-
tors k2 entspricht, wihrend V im Ortsraum Diagonalgestalt aufweist. Die Darstellungen
der Wellenfunktion in den beiden Radumen kénnen mit schneller Fouriertransformation
(FFT) ineinander umgerechnet werden.

Die Anwendung des Zeitentwicklungsoperators beinhaltet dann folgende Schritte pro
Zeitschritt:

1. Transformation der Wellenfunktion in den Impulsraum

i(k%?/4m)A

2. Multiplikation mit dem Propagator e~ ¢ eines freien Teilchens

Riicktransformation in den Ortsraum

Multiplikation mit e 1VA?

Transformation in den Impulsraum

Multiplikation mit e~ ! (+*/4m)At

NS o ke W

Riicktransformation in den Ortsraum

Ist man nicht an dem Zustand der propagierten Wellenfunktion nach jedem Zeitschritt
interessiert, so kann man mit Ausnahme des ersten und des letzten Schritts die An-
wendungen des Freie-Teilchen-Propagators auf die Wellenfunktion zusammenfassen
(Schritte 1 und 7 entfallen dann, Schritte 2 und 6 werden durch eine Multiplikation
ersetzt), sodaf pro Zeitschritt nur noch eine Transformation und eine Riicktransfor-
mation durchgefiithrt werden mufk.

Fiir die Wahl des Zeitschrittes At sollte das Energiespektrum des Hamiltonoperators
herangezogen werden. Eine einfache Abschiatzung fiir die Grofe von At liefert die
Heisenbergsche Unschérferelation. Aus ihr folgt als kritischer Wert

1
Aty = , (143)

"Dies wird deutlich aufgrund der Beziehung
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den At keinesfalls iiberschreiten sollte, damit sichergestellt ist, daf der Algorithmus
stabil bleibt. In der Praxis hat sich

Atkrit
5}

At ~

(144)

gut bewshrt [7].
Die split operator-Methode 1dfit sich erweitern auf eine Genauigkeit bis zur dritten

Ordnung in At. Es gilt:
p—iHAL  _ —in(T/2)At —igVAL o
o LA=)(T/2)AL 1~ i (1=29)VAL i (1-7)(T/2)At o (145)

% efi'yVAt efi'y(T/2)At + O(At4),

mit der Grofke

1

v = B 1.351207192.. .. (146)
Eine Herleitung von (145) findet sich in [33]. Hier kénnen aufgrund der héheren Ge-
nauigkeit die Zeitschritte At grofer gewahlt werden, sodaf dieses Verfahren trotz der
Tatsache, dafl sieben Exponentialoperatoren pro Zeitschritt auf die Wellenfunktion
angewandt werden miissen, u. U. effizienter ist als Gleichung (142). Weiterfithrende
Untersuchungen (insbesondere auch zu zeitabhéngigen Potentialen und hoheren Ord-
nungen) wurden in [33, 34, 35| durchgefiihrt.

Eine interessante Variante des SO-Verfahrens bietet sich in Verbindung mit dem Wech-
selwirkungs-(WW)-Bild. Anders als im Schrodingerbild (im folgenden mit S indiziert),
in dem die Wellenfunktion sowohl die dynamische als auch die kinematische Informa-
tion trégt, beschrinkt sich der Informationsgehalt der Wellenfunktion im Wechsel-
wirkungsbild auf den dynamischen Aspekt des Problems. Die Wellenfunktion in der
WW-Darstellung stellt demzufolge keine laufende Welle dar, die sich mit fortschreiten-
der Zeit im Raum ausbreitet. Dies hat zwei Vorteile: zum einen mufs bei der Festlegung
der Grofe des Raumgitters, auf dem die numerischen Berechnungen durchgefiihrt wer-
den, ein Auseinanderlaufen des Wellenpakets nicht mehr beriicksichtigt werden, zum
anderen konnen meist grofiere Zeitschritte gewéhlt werden, da die Wechselwirkung i. a.
nur einen kleinen Teil der Gesamtenergie ausmacht und mit

Eww < Eot (147)

und

: WW

folgt, daf die Frequenz des dynamischen, also des WW-Anteils, geringer ist als die
kinematische Frequenz. Eine Beschrankung auf den dynamischen Anteil erlaubt also
auch eine bessere zeitliche Auflosung. Man kann sogar tiber die Grofe Vibs(t) die Stéarke
der Wechselwirkung bestimmen und daraus passende Zeitschritte berechnen, d.h. in
Bereichen, in denen Vig(t) =~ 0 gilt, kann At sehr groft gewéhlt werden, in Bereichen
mit starker Wechselwirkung dagegen ist ein kleinerer Wert fiir At sinnvoll.
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Die Umrechnung vom Schrédingerbild in die WW-Darstellung erfolgt {iber

Yww(t) = ettolyg(t) (149)
— 6iH0t6—th¢(0), (150)

mit Hy als freiem Anteil des Hamiltonoperators H = Hy + V.
Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion im WW-Bild 14ft sich bequem mit der
SO-Methode beschreiben:

@wa(t + At) ~ G_iHO(H_At/Q) e VAL G_iHO(t+At/2)www(t). (151)

Details hierzu finden sich in [7].
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4 Numerische Tests

4.1 Berechnung der Matrixexponentialfunktion
4.1.1 Allgemeines

Um verschiedene Verfahren hinsichtlich Speicherbedarf, Rechenaufwand und erzielba-
rer Genauigkeit vergleichen zu kénnen, wurden sie in FORTRAN 77 implementiert. Die
Berechnungen wurden mit den Datentypen COMPLEX und REAL und der Compi-
leroption -r8 durchgefiihrt, um doppelte Genauigkeit zu erhalten. Als Referenzergeb-
nis diente eine parallel durchgefiihrte Berechnung der Matrixexponentialfunktion mit
MATLAB 5 [36], die dort mit der in [37, Algorithmus 11.3-1] beschriebenen Methode
des Skalierens und anschliefender [6/6]-Padé-Approximation realisiert wurde.

Die Abweichung vom Referenzwert wurde mit der 1-Norm nach (42) berechnet, da diese
Norm leicht in Programmen zu implementieren ist. Der relative Fehler (rF') berechnet
sich gemaf

He—iA _6—iAH
rF approx _ (152)
IR
= leapprox — €I, (153)
da .
le”ll=1 (154)
gilt. Wird statt der 2-Norm || - || die 1-Norm || - ||; verwendet, so gilt (154) bis auf
einen Faktor der Grofenordnung O(1), d.h. es gilt ndherungsweise:
tF & [egppox — eniatraslli- (155)
Daraus laft sich die Zahl der giiltigen Ziffern (gZ) bestimmen, indem man
gZ = —log;oF ~ —logy, ||6;pipéox - 61\_/IiAéfLAB‘ 1 (156)

setzt.
Als relative Fehlerschranke g wurde, wenn nicht anders im Text vermerkt, immer

g=10""

gesetzt.

Als Testmatrizen wurden symmetrische (10 x 10)-Matrizen verwendet. Das gewiinschte
Spektrum wurde in die Hauptdiagonale geschrieben und die Matrix A anschliefsend
mittels aufeinanderfolgender orthogonaler Transformationen durch Jacobi-Rotationen
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P,® gemih A" = quAqu so umgeformt, daf die Auferdiagonalelemente von Null
verschieden waren. Als Rotationswinkel wurde der negative (p + ¢)-te Eigenwert (ggf.
modulo Matrixdimension D) verwendet.

Im einzelnen waren dies:

Matrix Eigenwerte Bemerkungen

A01 —5,0,5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 Eigenwerte gleichméfig im gesam-
ten Spektralbereich verteilt

A02 —b5,—4,-3,—-2,—1,36,37,38,39,40 Eigenwerte an den Rindern des
Spektralbereichs

A03 —5,14,15,16,17, 18,19, 20, 21,40 Eigenwerte in der Mitte gehauft,
,Ausreiffer am Rand

A04 —5, 32,33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40 unsymmetrische Verteilung

A05 13,14, 15,16,17, 18,19, 20, 21, 22 wie AO1, aber Spektralbereich auf
1/5 reduziert

4.1.2 Tschebyscheff-Approximation

Die Tschebyscheff-Approximation wurde nach der Rekursion (63) durchgefiihrt, die
hier noch einmal wiedergegeben wird:

To(z) =1, Ti(z)=x
Thii(z) =22 T,(x) — Tho1(x) (n>1).

Fiir z wird hierbei die reskalierte Matrix A’ mit

A—z-1
A= 1
X (157)

8Die Jacobi-Rotationsmatrizen haben folgende Gestalt:

1

pg —

1

Alle Diagonalelemente sind Eins, bis auf beiden Eintrége ¢ in den Zeilen (und Spalten) p und ¢. Alle
Auferdiagonalelemente sind Null, bis auf die beiden Eintrdge s und —s. Dabei ist

c = cosp

s = singp

und ¢ der Rotationswinkel.
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eingesetzt. z ist der Mittelpunkt des Spektrums von A und Az der Abstand vom
Mittelpunkt zu den Grenzen (vgl. 2.1.3). Die Abbruchbedingung folgt aus den Ent-
wicklungskoeffizienten nach Gl. (65), es gilt fiir n > 0:

la,| =2 |J.(Az)] (158)

Nachdem wegen der Skalierung ||A’|] = 1 und nach Definition |T,,(x)| < 1 fiir |z] <
1 ist, kann als Abbruchkriterium der doppelte Betrag der Besselfunktionen J,(Az)
dienen. Die Werte der Besselfunktionen wurden mit der Routine S17DEF aus der NAG-
Bibliothek berechnet [38].

Im verwendeten Programm wurde das Abbruchkriterium dahingehend modifiziert, daft
sowohl 2|Jy(Az)| < g als auch 2|Jy;1(Az)| < g erfiillt sein mufste, damit die Appro-
ximation bei N abgebrochen wurde. Dies liegt im Verhalten der Besselfunktionen als
Funktion von n begriindet (Abb. 2). Fiir n < Az zeigen diese oszillatorisches Verhal-
ten, sodal fiir ein bestimmtes n zufillig J,,(Az) nahe bei Null liegen konnte (siehe
Abb. 2 bei n = 8). Erst fir n > Az geht J,(Az) exponentiell gegen Null. Obiges
Abbruchkriterium hétte also auch als 2|Jy(Az)| < ¢ und zugleich N > Az formuliert
werden konnen.

Jn(Az)

0.2+

0.11

Abbildung 2: Verhalten der Besselfunktionen .J,(Az) als Funktion von n fiir
Az =16.02

Die Ergebnisse der Berechnungen fiir die Testmatrizen zeigt Tab. 1.
Man sieht, wie die Anzahl der Approximationsschritte N von der Intervallbreite Az
abhéangt; die erzielte Genauigkeit ist weitestgehend unabhingig vom Spektrum der
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Matrix Az N gZ
Aol 225 51 132
A0O2 225 51 13.0
A0O3 225 51 131
Ao4 225 51 127
Ao5 45 22 126

Tabelle 1: Ergebnisse fiir die Tschebyscheff- Approximation

Matrix. Lediglich die letzten beiden Matrizen weisen eine geringere Anzahl der giilti-
gen Stellen auf. Griinde dafiir sind zum einen die verwendete Naherung fiir gZ nach
Gl. (156), zum anderen die unsymmetrische Eigenwertverteilung von A04, die durch
die symmetrischen Tschebyscheff-Polynome nur in héherer Ordnung gut approximiert
werden kann bzw. der schnelle Abfall der Besselkoeffizienten fiir A05, die ja skaliert
dieselbe Struktur wie A01 aufweist.
Ein grofser Nachteil des Tschebyscheff-Verfahrens ist die Tatsache, dafs der Spektral-
bereich von A bekannt sein muf. Die Berechnung der Eigenwerte einer Matrix ist sehr
rechenintensiv, eine Abschétzung u. U. fehlerhaft, besonders dann, wenn der Bereich
etwas zu klein gewahlt wurde. Ist Az kleiner als die halbe Bereichsbreite, so folgt aus
(157), dak

4] > 1 (159)

ist. Fiir Argumente grofer 1 wachsen die Tschebyscheffpolynome sehr schnell an, wie
Abb. 3 fiir T}, zeigt (die Grenzen wurden nur um jeweils 1% verschoben!). Auferdem
gehen die Entwicklungskoeffizienten fiir kleineres Az schneller gegen Null, sodaft durch
die geringere Anzahl der Approximationsschritte das Ergebnis ebenfalls verfilscht
wird.

Um dennoch brauchbare Resultate zu erhalten, wurde versucht, das Abbruchkriterium
zu erweitern, sodafs statt

(0)  2[In(Az)[ <y (160)

die Beziehung
(i) 2In(A2)]- TN (Al < g (161)

gelten mufl, um beim Approximationsgrad N abzubrechen. Dies erhoht natiirlich wie-
der den Rechenaufwand, da in jedem Approximationsschritt, der bereits Gl. (160)
erfiillt, die Norm zu berechnen ist, um die Giiltigkeit von (ii) zu iiberpriifen.

Im Vergleich dazu ist eine Uberschitzung von Az unkritisch, da dann ||A'|| < 1 gilt
und kein ,UberschieRen” der Tschebyscheff-Polynome an den Réindern die Ergebnis-
se beeintrachtigt. Es erhoht sich nur die Anzahl der Approximationsschritte, da fiir
grofere Az der exponentielle Abfall dementsprechend spéter erfolgt.

Zur Uberpriifung dieser Behauptungen wurden systematische Bereichsverschiebungen
durchgefiihrt und verschiedene Abbruchbedingungen verwendet (als Testmatrix wurde
A01 verwendet):
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1.51

0.59

-1

Abbildung 3: Tschebyscheffpolynom 7} im Intervall [—1.01, 1.01]

(a) Symmetrische Verschiebung beider Grenzen, dadurch Bereichserweiterung um
x %; Abbruchkriterium (i)

(b) Symmetrische Verschiebung wie bei (a); Abbruchkriterium (ii)

(c) Unsymmetrische Bereichsverschiebung an der unteren Grenze; dies entspricht
z. B. einer Vernachlissigung der Nullpunktsenergie bei der Abschétzung (68) in
2.1.3); Erweiterung um x %; Abbruchkriterium (i)

(d) Unsymmetrische Verschiebung wie bei (c¢); Abbruchkriterium (ii)

Zu Vergleichszwecken (siehe 4.1.4) wurden fiir die skalierte Taylorentwicklung dieselben
Bereichsverschiebungen durchgefiihrt:

(e) Taylorentwicklung mit ¢ = 1 und unsymmetrischer Bereichsverschiebung zum
Vergleich

Abbildung 4 zeigt die Zahl der giiltigen Stellen fiir die Félle (a)-(e).

Man sieht, dafs die Tschebyscheff-Approximation relativ unempfindlich gegeniiber Be-
reichsiiberschitzungen ist, wohingegen bei Unterschiatzungen Fehler bis zu etwa 40 %
aufteten konnen. Auferdem sind die Fehler bei unsymmetrischer Verschiebung deutlich
grofer als bei symmetrischer Verschiebung. Die Genauigkeit 145t sich durch Verschér-
fung des Abbruchkriteriums durch Beriicksichtigung der Norm um 8 bis 10 Grofien-
ordnungen verbessern (vgl. (a) mit (b) bzw. (¢) mit (d) in Abb. 4). Dabei erhéht sich
der Approximationsgrad jedoch um ca. 20 % von N = 51 auf N = 60.



4 NUMERISCHE TESTS 37

T
A4 87
"! \ AN T ——
I, /o ~ T
(b)— 127
(e) i \
101
(d) .
/ 1/’ 8 (a) symm. Verschiebung; Abbruch iiber Bes-
. selkoeffizienten
] (b) symm. Verschiebung; Abbruch tiber Norm
61 (¢) unsymm. Verschiebung; Abbruch {iiber
] Besselkoeffizienten
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Abbildung 4: Zahl der giiltigen Stellen gZ bei Bereichsverschiebungen um x % mit
verschiedenen Abbruchkriterien. Bei unsymmetrischer Bereichsverschiebung wurde die
untere Grenze verschoben; dadurch verlagert sich das Entwicklungszentrum z nach
oben.

4.1.3 Taylorapproximation

Die Approximation von exp(—iA) durch Taylorpolynome p,(—iA) wurde rekursiv
durchgefiihrt, um Speicherplatz zu sparen, und zwar in der folgenden Weise:

DPn = Pn—1 + 1ty (162)
>

LA n=

n+1 — n+1n

Als Abbruchkriterium wurde der Unterschied zweier aufeinanderfolgender Polynome
herangezogen:

|IPr+1 = Pall = [[tntall- (163)
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Die Rekursion wurde also so lange durchlaufen, bis

[tnsalli < g (164)

war. Dies entspricht einem Approximationsgrad N bei einer Genauigkeit g.

Hierbei traten Konvergenzprobleme auf, bedingt durch Rundungsfehler. Tabelle 2 zeigt
die Ergebnisse.

Matrix [|Ally, N gZ
A01 459 133 -0.9
AO2 62.3 133 -1.1
A03 48.7 133 -0.9
A04 55.0 132 -0.6
A05 239 82 6.9

Tabelle 2: Ergebnisse fiir die Taylorentwicklung um Null

Die Abweichungen vom Referenzwert sind betréchtlich, nur das Ergebnis fiir A0O5 hat
immerhin ca. 7 giiltige Stellen.
Dies ist auf die in 2.1.1 angesprochene langsame Konvergenz zuriickzufiihren. Fiir die
Terme ¢, gilt im skalaren Fall

x
= (165)
() 150
(%) omn n 2mn

d.h. erst ab n ~ x wachst die Fakultidt im Nenner starker als der Zahler. Fir die
Umformung (166) wurde die Stirlingformel

n\" 1
L (™Y Vorn (14—
" (e) m( T Tosse T )

(167)

verwendet.

Im vorliegenden Fall ist = = ||A||;, d.h., es sind fiir die Matrizen A01-A04 etwa 50-
60 Terme zu berechnen, bevor Konvergenz eintritt. Dies ist in Abb. 5 fiir x = 55
illustriert. Wie man aus dieser Grafik entnimmt, steigen die Terme bis zu einem Betrag
von |t,| ~ 10*? an, was in Verbindung mit dem alternierenden Vorzeichen zu grofen
Rundungsfehlern und damit verbundenen Stellenausléschungen kommt, wodurch die
Taylorreihe schliefilich auf einen falschen Wert konvergiert.

Eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens l4ft sich erreichen, indem man die Ex-
ponentialfunktion nicht um Null herum entwickelt, sondern um den Mittelwert des
Spektralbereiches. Ist zyin, Zmax der kleinste bzw. grofite Eigenwert, so folgt mit

Zmax Zmin
7— = 168
z 9 ( )
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Abbildung 5: Logarithmus des Betrags der Terme ¢, = (_T‘l—f)n fiir z = 55. Das Maxi-
mum von |t,| &~ 10?? liegt in der Nihe von n = z. Erst fiir n > z tritt Konvergenz
ein.

und der Verschiebung
A—AN=A-%1 (169)

die modifizierte Rekursion

Pp = Ppy + 15, (170)
P A n=d

t.,=——"=t

n+1 n 4+ 1 n

fiihrt.

Die damit erhaltenen Ergebnisse zeigt die Tabelle 3.

Wie man sieht, verkleinert sich die Norm der verschobenen Matrix um etwa z, dadurch
verbessert sich das Konvergenzverhalten.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit zu erhohen und damit Rundungsfehler weiter zu
verringern, bietet sich die in 2.1.1 bereits angesprochene Moglichkeit des Skalierens mit
s = 27 an. Bei den Berechnungen zu den nachfolgenden Ergebnissen wurde die Matrix
A und der Mittelwert z immer wieder halbiert und anschlieffend die Iteration (170)
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Matrix |[|A'|ly N  gZ
AO1 300 84 6.6
A02 453 84 6.6
A0O3 31.2 84 6.6
A04 375 84 6.3
A05 6.8 30 13.4

Tabelle 3: Taylorentwicklung um z

durchgefiihrt, bis die Norm der reskalierten Matrix < /2 war. Um die Fehlernorm und
die Anzahl der giiltigen Ziffern zu bestimmen, wurden die Resultate anschliessend ¢
mal quadriert. Die Ergebnisse im Vergleich mit den unskalierten Werten aus Tab. 3
zeigt Tabelle 4. Der Fehler 14£t sich also bis zu einem gewissen Grad minimieren, steigt

AO1 AO2 AO3 AO4 AO5
N g/|N gZ| N gZ| N gZ| N g7
84 668 668 66|84 63|30 134
51 11.3 |51 11.3 |51 11.1 |51 11.4|21 128
34 13.0 34 128 34 129 |34 13.0]16 129
24 130124 128|124 12924 129 |13 131
18 12918 128 |17 11.8 |17 11.8 |10 12.2
14 12714 126|114 128 |14 128 | 8 11.5
11 12211 121 |11 122|11 122 | 7 118

9 11.8| 9 11.8| 9 119 9 119 - -

N O UL W N~ O

Tabelle 4: Ergebnisse bei Taylorapproximation mit Skalierungsfaktor s = 2¢

dann aber bei weiterer Skalierung wieder an und zeigt dabei oszillierendes Verhalten
(im Ansatz sichtbar bei A05).

Um dies klarer zu zeigen, wurde fiir die Matrix A01 die Skalierung bis zu einem Ska-
lierungsgrad von ¢ = 20 durchgefiihrt. Das Ergebnis zeigt Abb. 6.

Der Grund fiir dieses Verhalten liegt darin begriindet, daft durch die Verkleinerung
der Norm der Matrix A das Abbruchkriterium nach weniger Approximationsschrit-
ten erfiillt ist, durch das nachfolgende Potenzieren aber geringe Abweichungen vom
tatsdchlichen Wert mitpotenziert und damit verstirkt werden. Abhilfe kann hier ei-
ne Verschéirfung des Abbruchkriteriums bringen. Dazu ist aber anzumerken, daf die
schnelle Konvergenz durch Skalierung durch einen erh6hten Rechenaufwand ,erkauft®
wird und ein Iterationsschritt einer Quadrierung entspricht (jeweils eine Matrixmulti-
plikation). Dieser zusitzliche Aufwand muf natiirlich bei Aussagen iiber die Effizienz
mitberiicksichtigt werden. Aufschluft hiertiber gibt Abb. 7.
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Abbildung 6: Anzahl der giiltigen Ziffern gZ bei Taylorapproximation der skalierten
Matrix A/2? in Abhéngigkeit vom Skalierungsgrad ¢. Man erkennt fiir kleine ¢ eine
deutliche Zunahme der Genauigkeit; steigt ¢ weiter an, so verringert sich die Anzahl der
giiltigen Stellen wieder. Dieser Abnahme ist auflerdem ein oszillatorisches Verhalten
iiberlagert.

4.1.4 Vergleich von Tschebyscheff- und Taylor-Approximation

Betrachtet man die Entwicklungskoeffizienten a,, der Tschebyscheffentwicklung, so sind
diese (bis auf eine Konstante vom Betrag 1) gegeben durch 2- .J,,(Az). Die Besselfunk-
tionen J,,(x) lassen sich neben (40) auch in der folgenden Form darstellen:

S Py O i - (171)
T 22n+2) ' 2-4-(2n+2)(2n +4) ‘
Fiir groke n (n > z) ist dies
(x)n
(@) m g = R (172)

Dies entspricht den Termen der Taylorreihe fiir exp(#/2). Zum Konvergenzverhalten
der Tschebyscheff-Entwicklungskoeffizienten in x im Vergleich mit der Taylorreihe fiir
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Abbildung 7: Durchgefiihrte Matrixmultiplikationen M in Abhéngigkeit vom Skalie-
rungsgrad ¢. Die punktierte Linie zeigt die Zahl der Multiplikationen, die notwendig ist,
um Konvergenz zu erreichen. Die durchgezogene Linie beriicksichtigt die notwendigen
nachfolgenden Potenzierungen.

z/2 siehe Abb. 8.

Somit lassen sich Vergleiche beziiglich der Effizienz der beiden Approximationen bei
vergleichbarem Rechenaufwand ziehen.

Anhand von Abb. 4 sieht man, daf die Taylorreihe weniger empfindlich auf Bereichs-
verschiebungen reagiert. Diese beeinflussen die Konvergenz nur im unsymmetrischen
Fall, da nur dann das Entwicklungszentrum verschoben wird. Dies wirkt sich auf die
Breite des Entwicklungsintervalls aus, sodaf indirekt die Konvergenzgeschwindigkeit
verringert wird, was Rundungsfehler nach sich ziehen kann. So stieg die nétige Anzahl
der Approximationsschritte von 51 auf 58 bei einer Verschiebung des Mittelpunkts der
Matrix A01 um 20 %.

Bei vergleichbarem Rechenaufwand ist die Tschebyscheff-Approximation um etwa 1-
2 Grofenordnungen genauer als die Berechnung iiber die Taylorreihe (siehe Abb. 4
und Tab. 1 im Vergleich mit Tab. 4). Die Fehlernorm laft sich aber durch weitere
Skalierungen bis zu einem gewissen Grad noch minimieren, wobei gleichzeitig der Re-
chenaufwand sinkt (vgl. dazu Abb. 6 und 7). Damit lassen sich mit den Tschebyscheft-
Ergebnissen vergleichbare Genauigkeiten erzielen. So sind beispielsweise bei der Matrix
A01 mit der skalierten Taylorentwicklung (¢ = 2) 344-2=36 Matrixmultiplikationen no-
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Abbildung 8: Konvergenzverhalten von 2.J,(z) und (¢/2)"/n! in logarithmischem Mafs-
stab fiir x=20.

tig (34 Matrixmultiplikationen — ¢35 < ¢g und 2 Quadrierungen, siehe Tab. 4), um 13.0
giiltige Stellen zu erhalten, wihrend die Tschebyscheff-Entwicklung 51 Matrixmulti-
plikationen fiir 31.2 giiltige Stellen benétigt (Tab. 1).

Ebenfalls zu beriicksichtigen ist, daft die Rekursion der Taylorreihe so durchgefiihrt
wurde, dafs im nten Schritt der (n + 1)-te Term berechnet wird, um die Anwendung
von Beschleunigungsverfahren zu vereinfachen und besser vergleichen zu kénnen (siehe
4.1.5; der Term t,,,; wird fiir die Vektor-7-Transformation benétigt); dies bedeutet
aber, dafs als Abbruchkriterium der ndchste noch nicht hinzuaddierte Term heran-
gezogen wird, wahrend im Falle der Tschebyscheff-Approximation der letzte bereits
aufsummierte Term den Abbruch bestimmt. Dies beeinflufst auch die Genauigkeit der
Berechnungen.

4.1.5 Beschleunigungsverfahren

Zunachst wurden Vorversuche mit MAPLE V Release 5.1 durchgefiihrt [39], um ge-
nauere Aussagen iiber die Effizienz der verschiedenen Beschleunigungsverfahren ma-
chen zu kénnen. Dazu wurden die Taylormatrizen p,(—iA) in Vektoren umgewandelt
und als Eingabedaten s, an die Beschleunigungsroutinen iibergeben. Um Vergleiche
mit Ergebnissen aus der Literatur ziehen zu kénnen und den Rechenaufwand iiber-
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schaubar zu halten, wurde die Matrix

—-0.001 —-0.2 -0.3
A= -04 —-0.5 —-0.6
-0.7 -0.8 —-0.9

aus [15] verwendet. Diese Matrix besitzt die reellen Eigenwerte
o(A) ~ {—1.60,0.01,0.19} .

In der zitierten Arbeit wurde exp(A) mit e-Algorithmen berechnet und im Vergleich zur
reinen Taylorapproximation ein Stellengewinn von bis zu 5 Nachkommastellen erzielt.
Ein &hnlicher Stellengewinn wurde auch fiir das vorliegende Problem erhofft, um den
Rechenaufwand bei gleicher Genauigkeit gegeniiber der reinen Taylorapproximation
deutlich reduzieren zu kénnen.

Als Beschleunigungsverfahren wurden zunéachst

e der vektorielle e-Algorithmus
e der erste topologische e-Algorithmus

e und die vektorielle J-Transformation mit der Hilfsfolge

(0 1
n+ﬁo+ﬁ1~k

bzw. der daraus resultierenden Differenzenfolge

Ar®) = !
" (n+pPo+B1-k)n+1+05+ 61 k)

ausgewahlt. Die verwendeten Algorithmen sind in Anhang A beschrieben.
Die Testprogramme hatten die folgende Struktur:

1. Wahl des Entwicklungszentrums z

2. Wahl des (néchsten) Skalierungsfaktors und Skalierung von A:

A—z1
29

A— A =

3. Berechnung der Startwerte:

4. Rekursionsschritt:

bn = pn—1+tn
1A

t = — t
n+1 n+1n
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5. Umwandlung in Vektoren:

Pn — Sn

und ggf. (fiir die Vektor-7-Transformation):

tn+1 > Wy

6. Aufruf der Beschleunigungsroutine
7. Umwandlung des resultierenden Vektors in eine quadratische Matrix
8. ggf. mehrfaches Quadrieren
9. Berechnung der Fehlernorm und der giiltigen Ziffern
10. zuriick zu Punkt 4, falls Abbruchkriterium noch nicht erfiillt ist
11. ggf. zuriick zu Punkt 2 fiir die néchste Skalierungsstufe

Fiir den Vektor-7-Algorithmus wurde zunéchst 5, = 1, §; = 0 gewéhlt.

Dabei zeigte sich, daf sich die Taylorreihe um den Mittelwert Z kaum beschleunigen
laft. Es wurden durchweg weniger als 2 Stellen Gewinn erzielt, meistens sogar weniger
als 1 Stelle, bei Verwendung des ersten topologischen e-Algorithmus war das Ergebnis
sogar um bis zu 5 Stellen schlechter als die reine Taylorentwicklung. Auch die Vektor-
J-Transformation zeigte nur dann einen geringen Beschleunigungseffekt, wenn (wie
oben im Ablaufplan der Testprogramme bereits angedeutet) als Restabschitzung w,
der ndchste Term t,,; verwendet wurde, was in Verbindung mit der obengenannten
Wahl der Konstanten 3, und 3; der ¢-Variante in Kap. 2.3.2, Gl. (104) entspricht®. Die
Ergebnisse waren weitestgehend unabhéngig davon, ob die Beschleunigung ab n = 0
oder erst ab einem bestimmten n > 0 durchgefiihrt oder nicht jedes Folgenelement,
sondern jedes zweite, dritte usw. eingesetzt wurde.

Wurde das Entwicklungszentrum dagegen auf den oberen oder unteren Rand des Spek-
trums gelegt, war der Stellengewinn deutlich grofer. Eine derartige Verschiebung hat
zur Folge, daf alle Eigenwerte gleiches Vorzeichen besitzen und um Null herum ent-
wickelt wird. Verstarkt wurde dieser Effekt durch ein Hochskalieren der Matrix A um
einen Faktor > 1, da dann die Taylorreihe von sich aus langsamer konvergiert und der
Beschleunigungseftekt deutlicher zutage tritt. Mit der Vektor-.7-Transformation wur-
den bei der Entwicklung um den unteren Rand etwa 3 Stellen und bei Entwicklung
um den oberen Rand 5 Stellen gewonnen. Beim ersten topologischen e-Algorithmus

9Dieses Resultat wird versténdlich, wenn man beriicksichtigt, da® sich die Elemente einer konver-
genzten Folge {s,} darstellen lassen als Summe aus dem Limes s und eines Restes R,,:

S, =S+ R,.

Wahlt man nun als Folgenglieder s,, die Partialsummen s,, = Z;L:O 27 /5!, so gilt s = €* und R,, =

Z;inH 27 /4!. Der betragsmiiRig fiihrende Term in der letzten Summe ist 2" T!/(n + 1)!, was dem

Term t,,4+1 entspricht.
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waren am oberen Rand 1 bis 2 Stellen Zuwachs, am unteren Rand jedoch maximal 1
Stelle, im Verlauf der Rekursion dann eine Abnahme und sogar eine Verschlechterung
gegeniiber der reinen Taylorentwicklung zu beobachten.

Da der erste topologische e-Algorithmus keine zufriedenstellenden Ergebnisse zeigte,
wurde der zweite topologische e-Algorithmus in die Reihe der Testprogramme mit auf-
genommen. Der Algorithmus ist ebenfalls in Anhang A zu finden. Bei dieser Variante
werden zur Berechnung im Gegensatz zum ersten topologischen e-Algorithmus kei-
ne Elemente aus der vorletzten Gegendiagonale benétigt, sondern nur Elemente aus
der letzten bzw. der gerade zu berechnenden. Dies entspricht etwa dem Unterschied
zwischen der ¢- und der #-Variante (Kap. 2.3.2, GL. (103) und (104)).

Der Unterschied im Verhalten an der oberen und der unteren Grenze von o(A) ist auf
die Verteilung der Eigenwerte im Intervall [z, Zmax] zuriickzufithren. Wird um die
untere Grenze entwickelt, so entspricht dies einer Verschiebung der Matrix

A— A =A-zuul

mit den Eigenwerten

o(A) ~ {0,1.61,1.79}, (173)

wiahrend eine Entwicklung um die obere Grenze
A— A" = A — 20l

und
o(A") ~ {—-1.81,—1.79,0} (174)

zur Folge hat. Im ersten Fall unterscheiden sich die beiden von Null verschiedenen
Eigenwerte um etwa 10 %, im zweiten Fall dagegen nur um 1%. Daher ist zu vermuten,
daf die Beschleunigungsverfahren besonders stark auf dominierende, d. h. weit aufsen
liegende einzelne Eigenwerte oder auf eine Ansammlung von Eigenwerten in einem
kleinen Intervallbereich ansprechen. Um diese Vermutung zu iiberpriifen, wurden die
Algorithmen in FORTRAN 77 implementiert, da die Berechnungen zu aufwendig fiir
eine Durchfiihrung mit MAPLE wéren.

Aufterdem wurde versucht, den [J-Algorithmus dahingehend zu modifizieren, daf er
weitgehend unabhéngig von Lage und Vorzeichen der Eigenwerte beschleunigt. Hierzu
wurde auf die allgemeine Definition in Kap. 2.4.3, Gl. (119) zuriickgegriffen und als
Matrixhilfsfolge

1
(k) — (k) A it (k) —
r T mi T
" " "on+24+(p-1)-k

(175)

mit dem Parameter p gewéhlt. )
Diese Modifikation beruht auf folgenden (vereinfacht dargestellten) Uberlegungen:
Grundlage aller (nichtskalaren) [J-Transformationen sind Modellfolgen der Form:

sn =5+ (co+ c1rn)wn (176)
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(vgl. [22, S. 210, Gl. (8.22)]). Dabei bezeichne s den Limes der Matrizenfolge {s,}, wy,
eine geeignete Restabschitzung und r, eine Hilfsmatrixfolge. ¢y und ¢; sind (skalare)
Konstanten. Ein Vergleich mit der Taylorreihe fiir die Matrixexponentialfunktion mit
dem Argument A liefert

Wy = tpit und co=—1, (177)
fn = tpio und o= —1. (178)

Mit A
n - ln 179
=t (179

folgt daraus

A

= , (180)
n -+ 2

was Gl. 175 mit p = 1 entspricht.

Der verwendete Algorithmus dieser Matriz-7 - Transformation ist in Anhang A zu fin-
den. Hierbei wurden fiir z = z etwa 4 Stellen erzielt (mit p = 1). Zu beachten ist
hierbei, daf hier die Gréfen p, und ¢, direkt als Matrizen {ibergeben werden, damit
die notwendigen Matrixmultiplikationen durchgefiihrt werden konnen.

Fiir die Tests wurden die oben aufgefiihrten Beschleunigungsverfahren in FORTRAN
77 implementiert und bei verschiedenen Skalierungsstufen und Entwicklungszentren
auf die Taylorreihen angewendet.

Dabei bestéatigten sich im wesentlichen die bereits oben angedeuteten Ergebnisse. Ab-
bildungen 9, 10 und 11 zeigen die Resultate fiir ¢ = 0, 3 und 6.

Es zeigt sich, dak der erste topologische e-Algorithmus (te;) keine zufriedenstellenden
Ergebnisse liefert; auch Versuche mit der Entwicklung um 2z, bzw. zy.. (auch in
Verbindung mit anderen Eigenwertverteilungen wie bei A04) brachten keine Verbesse-
rung des Konvergenzverhaltens. Somit ist dieser Algorithmus zur Beschleunigung der
Exponentialfunktion ungeeignet.

Der zweite topologische e-Algorithmus (tes) weist dagegen einen Beschleunigungsef-
fekt auf. Der globale Verlauf dhnelt dem der unbeschleunigten Taylorentwicklung (gut
sichtbar bei Abb. 9), dabei treten jedoch Oszillationen auf, die fiir hthere Skalierungs-
stufen dazu fithren, daf der te; um die Taylorkurve pendelt (siehe Abb. 10) und somit
u. U. schlechtere Ergebnisse als die Ausgangsreihe liefert.

Als relativ unempfindlich gegeniiber der Wahl des Entwicklungszentrums und der Ver-
teilung der Eigenwerte stellte sich der vektorielle e-Algorithmus (ve) dar; typisch sind
die Oszillationen in dem Bereich, in dem die Taylorreihe anwichst und das Einset-
zen der Beschleunigung ab dem Punkt, an dem auch die Taylorreihe zu konvergieren
beginnt. Dieses Verhalten legt es nahe, den ve erst ab N = || A|| einsetzen zu lassen,
um den Rechenaufwand zu verringern. Der ve beschleunigt dann noch stirker auf das
Endergebnis hin. Alle anderen getesteten Beschleunigungsverfahren zeigten dabei nur
einen geringen Effekt, in einigen Fillen erhohte sich die Approximationsordnung sogar.
Der Gewinn durch ve entspricht etwa der Verringerung der Approximationsordnung
durch das Skalieren um den Faktor 2.
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Abbildung 9: Ergebnisse der Beschleunigungsverfahren bei Matrix A01 um z mit ¢ =
0. Die Abszisse zeigt die Anzahl der durchgefiihrten Approximationsschritte n, die
Ordinate die dabei erhaltene Anzahl der giiltigen Stellen gZ.

Auffallig fir den vektoriellen J -Algorithmus (v.J) ist sein glatter Verlauf, der anfangs
fast deckungsgleich iiber der Taylorreihe liegt und kurz vor dem Einsetzen der Kon-
vergenz abweicht, um dann parallel dazu weiterzulaufen (siehe Abb. 9). Fiir hohere
Skalierungsstufen liefert der v.7 dhnlich gute Ergebnisse wie der ve. Liegt ein isolierter
Eigenwert vor, so dndert sich das Verhalten des vJ signifikant; dabei ist das Vorzei-
chen des Eigenwertes ohne Bedeutung. Dies sei an Abbildung 12 im Vergleich zum
vektoriellen e-Algorithmus illustriert. Links ist die Matrix A04, die einen isolierten
Eigenwert besitzt, mit ¢ = 1 skaliert und um z entwickelt. Das typische Verhalten
von ve bzw. vJ ist deutlich zu erkennen. Rechts dagegen wurde um zy,,, entwickelt
(die Skalierung wurde auf ¢ = 2 gesetzt, um beide Kurvenverldufe direkt vergleichen
zu konnen). Wéhrend der Verlauf des ve im wesentlichen unverdndert bleibt (nur die
Oszillationen zu Beginn fallen etwas stiarker aus), beginnt v.J bereits bei n = 8 zu
konvergieren und liegt deutlich vor ve.

Der Matriz-TJ-Algorithmus (mJ) weist einen dem vJ vergleichbaren Kurvenverlauf
bei deutlich stirkerer Beschleunigung auf (hier mit p=2); durch die zusétzlich an-
fallenden Matrixmultiplikationen (2(n + 1) beim n. Aufruf der Routine) ist dieses
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Abbildung 10: Ergebnisse der Beschleunigungsverfahren bei Matrix A01 um Zz mit
q = 3. Abszisse: Zahl der Approximationsschritte n, Ordinate: giiltige Ziffern gZ.

Verfahren jedoch deutlich rechenintensiver als die oben genannten. Bei hoheren Ska-
lierungen reduziert sich auferdem der Beschleunigungseffekt, sodafs dieses Verfahren
keine grundsitzlichen Vorteile mit sich bringt.

Beide J-Algorithmen wurden auch mit unterschiedlichen Parametern G, = 1,3, =
0,1,2 bzw. p = 1,2, 3 getestet. Die Unterschiede liegen aber im Bereich 0.01 gZ und
sind deshalb vernachldssigbar.

Fiir alle oben genannten Beschleunigungsverfahren wurde aufterdem getestet, wie sich
das Beschleunigungsverhalten dndert, wenn nicht fiir jedes n die jeweilige Beschleuni-
gungsroutine aufgerufen wird, sondern nur fiir jedes zweite, dritte, usw. Fiir den Aufruf
bei jedem zweiten n sind die Ergebnisse bei allen Routinen #dhnlich, somit 14t sich
der Rechenaufwand bei gleichbleibender erzielbarer Genauigkeit weiter minimieren;
bei hoherer Schrittweite verschlechterte sich das Konvergenzverhalten zunehmend.
Die drei letztgenannten Beschleunigungsverfahren lieferten bei héheren Skalierungen
ein genaueres Ergebnis als die reine Taylorentwicklung (ca. 1.5 Stellen mehr bei ¢ = 7,
siehe auch Abb. 11). Auch te, zeigte dieses Verhalten, das durch die oben erwéhnten
Oszillationen allerdings teilweise iiberdeckt wurde.

Zusammenfassend lafst sich sagen, daf sich Beschleunigungsverfahren gut zur Berech-
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Abbildung 11: Ergebnisse der Beschleunigungsverfahren bei Matrix A01 um Zz mit
q = 6. Abszisse: Zahl der Approximationsschritte n, Ordinate: giiltige Ziffern gZ.

nung der Matrixexponentialfunktion einsetzen lassen. Die Vorversuche und Tests ha-
ben ergeben, dafs der vektorielle e-Algorithmus und der vektorielle J-Algorithmus die
geeignetsten Routinen zur Beschleunigung darstellen. Dabei liefert das e-Verfahren un-
abhéngig von der Struktur der Matrix gute Ergebnisse, wihrend die J7-Methode ihre
Starken besonders bei isolierten Eigenwerten zeigt.

Dabei sollte allerdings nicht vergessen werden, daft bei der Verwendung von Beschleu-
nigungsverfahren grundsétzlich der Speicherbedarf gréfer ist als beim Tschebyscheft-
Verfahren, da zumindest die letzte Gegendiagonale in der e- bzw. der [J-Tafel abge-
speichert werden muf (siehe dazu auch Anhang A).

Konkret kann die Berechnung der Matrixexponentialfunktion dergestalt durchgefiihrt
werden, daf die Matrix bis ||A||; < 1/2 herunterskaliert wird und der sich ergebende
Verlust an Genauigkeit (siehe dazu Abb. 6) durch ein Beschleunigungsverfahren kom-
pensiert wird. Bei so hohen Skalierungsstufen (im vorliegenden Fall ¢ = 7) kann als
Entwicklungszentrum neben dem Mittelwert z auch die Spur tr(A), geteilt durch die
Dimension D der Matrix, verwendet werden. Somit ist eine Berechnung mit einer Ge-
nauigkeit moglich, die mit der der Tschebyscheff-Approximation vergleichbar ist, ohne
die Struktur bzw. das Spektrum der Matrix zu kennen.
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Abbildung 12: Vergleich von vektoriellem e- und J-Algorithmus in Abhingigkeit von
der Eigenwertverteilung. Aufgetragen ist jeweils die Anzahl der giiltigen Ziffern (gZ)
gegen die Approximationsordnung n. Links wurde mit ¢ = 1 skaliert und um Zz ent-
wickelt, rechts dagegen mit ¢ = 2 um z,,,,. Man beachte das unterschiedliche Verhalten
der vektorielle 7-Transformation (v.7).

4.2 Vektorpropagation
4.2.1 Vorbemerkungen

Auch hier wurden die Programme in FORTRAN 77 implementiert und als Referenz-
daten die MATLAB-Ergebnisse verwendet. Als Testvektor wurde

(181)

— = = e e e e e

herangezogen. Die Berechnungen wurden mit den bereits aus Abschnitt 4.1 bekannten
Matrizen A01-A05 durchgefiihrt.
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4.2.2 Tschebyscheff-Approximation

Hier wurden die Tschebyscheff-Matrizen durch Vektoren ersetzt und die Rekursion (137)
aus 3.1.3 verwendet:

¢0 = ¢(0)7 ¢1 = Hnormw(o)

wn—I—l - 2Hnorm¢n - 1/177,_1 (TL > 1)

Die Ergebnisse fiir ¢/(0) nach (181) sind vergleichbar mit denen aus 4.1.2 hinsichtlich
Genauigkeit, Rechenaufwand und Fehlertoleranz. Statt der Matrixnorm ||7x(A’)||:
wurde die Vektornorm ||¢x||; verwendet (zur Definition siehe (42)).

4.2.3 Beschleunigungsverfahren

Grundlage fiir die Anwendung von Beschleunigungsverfahren ist wieder die Taylorrei-
he. Die Rekursion (162) lautet, umgeschrieben auf Vektoren:

Yy =0, 70 = e *(0)

wn = ¢n71 + Tn (182)
P A nz0
Tn+1 = _TL I 1Tn

Genauso wie im Matrizenfall 14t sich eine schnellere Konvergenz durch geeignetes
Skalieren der Matrix A erreichen; hier bedeutet jedoch eine Skalierung um einen Faktor
s, daft die Propagation s mal hintereinander durchgefiihrt werden mufs. Setzt man
s = 27 und vergleicht mit den Daten aus Tabelle 4, so ergibt sich unskaliert ein
Approximationsgrad von N = 84, fiir ¢ = 1 schon N = 251 = 102 usw. bis hin
zu N = 27.9 = 1152 fiir ¢ = 7. Man sieht also, daR der Rechenaufwand durch
mehrfache Propagation trotz schnellerer Konvergenz sehr stark ansteigt. Anders als
im Matrizenfall kann hier also nicht beliebig herunterskaliert werden. Zu beachten ist
allerdings, dafs bei der Vektorpropagation die Wahl s = 27 nicht zwingend ist, so lange
s nur positiv und ganzzahlig ist. Deshalb wurden im folgenden auch die Ergebnisse zu
s = 3 mit aufgenommen; dies entspricht einer Potenz ¢ von
log 3

= ~ 1.585.
1 log 2

Um den Rechenaufwand zu reduzieren, bietet sich die Verwendung von Beschleuni-
gungsverfahren an. Wie bereits in 4.1.5 diskutiert, sind der vektorielle e- bzw. -
Algorithmus geeignete Verfahren. Als Abbruchkriterium wurde die Ungleichung

I[N —¥nallh <g (183)

mit den Vektoren 1y aus der Taylorrekursion bzw. den von den Beschleunigungsrou-
tinen zuriickgelieferten Vektoren verwendet.
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Taylor Ve vJ
q s=21 N g7 N g7 N g7
1 83 7.2 65 7.2 81 7.2
2| 100 11.9 70 12.2 98 11.8
1.585 3| 117 129 84 13.3| 114 133
41 132 128 | 100 13.8 | 128 13.8
8| 184 125 | 152 139 | 176 13.5
16 | 272 124 | 240 14.0| 256 13.3
416 12.0 | 384 13.7| 384 13.0
64 | 640 11.2 | 640 13.7| 640 13.6
128 | 1152 124 | 1152 14.0 | 1024 134

N O Ot s W
w
[\

Tabelle 5: Tabelle zum Vergleich von Rechenaufwand und erzielter Genauig-
keit von Taylorapproximation, vektoriellem e-Algorithmus (ve) und vektorieller -
Transformation (v.J) bei der Vektorpropagation und verschiedenen Skalierungsgraden
s = 29: Matrix A01 um Zz entwickelt

Einen Vergleich fiir die Matrix A01 und den Vektor ¢(0) nach (181) liefert Tabelle 5.
Man sieht, daf fiir kleine ¢ die Beschleunigungsroutinen den Rechenaufwand verrin-
gern, fiir grokere g dagegen der Rechenaufwand (fast) gleich bleibt, dafiir aber die
Genauigkeit (ggii. der Taylorapproximation) anwéchst. Im vorliegenden Beispiel wé-
re eine Skalierung mit ¢ = 3 und die Verwendung des vektoriellen e-Algorithmus am
giinstigsten, da bei 152 Approximationsschritten 13.9 giiltige Ziffern erreicht werden;
eine Verbesserung um 0.1 gZ (entspricht 0.7 %) erfordet einen um etwa 58 % groferen
Rechenaufwand.

Sind die Eigenwerte nicht gleichméfig verteilt, so ergeben sich andere Resultate, wie
in den Tabellen 6 und 7. Aus Tabelle 6 ist ersichtlich, daf auch hier bei bekannter

Taylor Ve v
q s=21 N g7 N g7 N g7
1 83 1.7 66 7.7 80 7.7
2| 100 12.0 72 11.8 96 12.0
1.585 3| 177 129 84 13.2| 111 13.4
4| 132 12.8| 100 13.5| 124 135
8| 184 12.6 | 152 13.6| 168 13.2
16 | 272 124 | 240 13.6| 256 13.8
416 12.1 | 384 13.5| 384 135
64| 640 11.3| 640 13.5| 621 13.2
128 | 1152 12.5| 1152 13.7 | 1024 13.8

N O Ot s W
w
[\

Tabelle 6: Tabelle zum Vergleich von Rechenaufwand und erzielter Genauigkeit: Matrix
A04 um Zz entwickelt
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Taylor Ve vJ
q s=21 N g7 N g7 N g7
1] 119 28| 108 28 88 2.8
2| 136 10.8| 102 10.7 79 11.1
1.585 31 1563 13.0| 102 13.2 81 13.1
41 168 13.0| 119 134 88 13.5
8| 216 123 | 168 13.1| 120 13.2
16 | 304 12.2| 256 13.2| 192 13.7
448 12.0 | 416 13.6 | 320 13.5
64| 704 12.0| 640 129 | 576 13.8
128 | 1152 12.1 | 1152 13.7 | 1024 13.8

N O Ot W
w
[\

Tabelle 7: Tabelle zum Vergleich von Rechenaufwand und erzielter Genauigkeit: Matrix
A04 um tr(A)/D entwickelt

Eigenwertverteilung der vektorielle e-Algorithmus die besten Ergebnisse liefert, obwohl
hier eindeutige Aussagen schon schwerer zu treffen sind (vgl. ¢ = 4: N = 240 bei ve
und 13.6 gZ ggii. N = 256 und 13.8 gZ bei v.J).

Entwickelt man dagegen um tr(A)/D (D: Matrixdimension)!®, so siecht man anhand
von Tabelle 7, daf die vektorielle [7-Transformation deutlich besser abschneidet und
sogar den e-Algorithmus bei der Entwicklung um z tiberholt (¢ = 2: jeweils 13.5 gZ;
Rechenaufwand ve: N = 100 ggii. N = 88 bei vJ).

4.2.4 Vergleich von Tschebyscheff- und Beschleunigungsverfahren

Vergleicht man nun die Effizienz der verschiedenen Vektorpropagationsmethoden, so
14t sich auch durch den Einsatz von Beschleunigungsalgorithmen der Rechenaufwand
nicht so weit verringern, daf er mit der Tschebyscheft-Entwicklung vergleichbar wire.
Der Grund dafiir liegt in der langsamen Konvergenz der Taylorreihe, deren Terme
einen weiten Stellenbereich {iberstreichen, sodaf aufgrund der endlichen Stellenzahl im
Computer Skalierungen notwendig werden, die die Zahl der Approximationsschritte in
die Hohe treiben.

Anhand der Tabellen 5-7 wird auch ersichtlich, daf der Einsatz der Vektorpropagation
kein ,black box‘“-Verfahren darstellt, das wie im Matrixfall (siche Anmerkungen am
Ende von Abschnitt 4.2.3) unabhéngig von der Problemstellung angewandt werden
kann; vielmehr ist die Wahl des Skalierungsgrads s und (je nach Struktur der Matrix)
des verwendeten Algorithmus sehr entscheidend und muf im Einzelfall eventuell durch
geeignete Vorversuche iiberpriift werden.

Es zeigt sich im folgenden (siehe Abschnitt 5.1.3), daf in der Praxis die Beschleu-
nigungsverfahren durchaus eine ernstzunehmende Alternative zum Tschebyscheff-Ver-

19Djies entspricht dem arithmetischen Mittel der Eigenwerte.
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fahren darstellen kénnen, wenn nicht nur die Rechenzeit und der Speicherbedarf, son-
dern auch die erzielte Genauigkeit beriicksichtigt wird.
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5 Anwendungen auf Modellsysteme

5.1 Die Zeitentwicklung von I,
5.1.1 Motivation und physikalische Grundlagen

Als einfaches physikalisches Problem wurde ein zweiatomiges Molekiil gewahlt, das als
einzigen inneren Freiheitsgrad den Abstand r der Atome voneinander besitzt. Konkret
wurden die Berechnungen an einem I,-Molekiil durchgefiihrt. Dieses Molekiil wird
im iibernéchsten Abschnitt (Kap. 5.3) zu dem van der Waals-Molekiil Hel, erweitert,
sodak die in diesem Abschnitt vorgestellten Rechnungen als Vorversuche zu sehen sind,
um an einem einfachen Problem mit den bisher theoretisch behandelten Methoden
vertraut zu werden.

Der Hamiltonoperator dieses Systems ist durch
|:| = —— =+ VI_[<T) (184)

gegeben. Die potentielle Energie wird iiblicherweise!! durch ein Morse-Potential der
Form

Vi(r) = D, {6—2%(7“ —70) _ge—ar(r — 7”0)] (185)

beschrieben. Im folgenden wird statt V;_1(r) der Einfachheit halber immer V' (r) ohne
Indizierung gesetzt. Die Energieeigenwerte fiir einen Hamiltonoperator der Form (184)
sind analytisch darstellbar durch

1 1\2
E, = w (v + 2> — Wy (v + 2> —D,, (186)

wobei v die Anzahl der Schwingungsquanten angibt. Die Bestimmungsgréfien wy und

x berechnen sich geméaf
2D,a?
wy = || (187)
m

Wo
= ) 188
x 1D, (188)
Auch die Eigenfunktionen 1, zu den Eigenwerten F, sind analytisch darstellbar. Fiir
ein Morsepotential mit den Parametern D,, «, und der Masse m bestimmt die Kon-

stante

2mD,
=2— 189
" a,h (189)

1Tn [40] wird darauf hingewiesen, daR eine Beschreibung des Potentials in der Form (185) physi-
kalisch nicht korrekt ist, da ein endliches Potential an der Stelle » = 0 einen von Null verschiedenen
Wert der Wellenfunktion an dieser Stelle impliziert und somit die Randbedingung bei r = 0 verletzt
ist. In der Praxis sind die Werte in der Ndhe von r = 0 jedoch geniigend grof, sodaft die Wellen-
funktion an dieser Stelle in guter Ndherung verschwindet. Der grofie Vorteil der Verwendung eines
Morsepotentials ist die analytische Darstellung der Energieeigenwerte und der Wellenfunktionen, was
die mathematische Behandlung des Problems stark vereinfacht.
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die Anzahl der moglichen gebundenen Zusténde [40]. Es gilt der Zusammenhang

k—1

0<v<——, (190)
wobei die Schwingungsquantenzahl v ganzzahlig sein mufs.
Definiert man die verallgemeinerten Laguerre-Polynome geméifR!?
K—2V— Y F/U—i_j_/i—i_l v—7j
Lyt (a) =) ( ) i, (191)

=0 (v =)t

so ist die vollstindige Wellenfunktion in der Koordinate r (bis auf einen Normierungs-
faktor) gegeben durch

(k—2v-1)/2

[0) = () oc e 8T [l LT (ke ) (192)

K—v—1

Abbildung 13 zeigt die typische Form des Morsepotentials, die Energieeigenwerte und
die Eigenfunktionen (nicht normiert). Die verwendeten Parameter sind unter der Gra-
fik angegeben.

Fiir Jod betragen die Werte der Parameter nach [41] (ebenso zu finden in [42, 43, 44,
45, 46)):

m = 63.5amu (193)

D, = 4911cm™* (194)

a, = 0.9380a," (195)

ro = 5.6994a,. (196)

Daraus ergeben sich!?

wo = 128cm™! (197)

= 6.52-107° (198)

= 1535 = 0<wv, <76 (199)

Als Ausgangswellenfunktion wurde eine Uberlagerung der Jod-Eigenzustinde gemif

o = —= ([5) +16)) (200)

Sl

gewdahlt.

121n [40] wird neben einem zusétzlichen Normierungsfaktor eine komplexe Phase in die Definition
eingefiigt, die allerdings o.B.d. A. gleich Eins gesetzt werden kann, um die Wellenfunktion reell zu
machen.

13459 ist hier in Einheiten von cm™' angegeben, da das Potential iiblicherweise in dieser Einheit
vorliegt. 1eV entspricht 8065.5 cm™!.
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Abbildung 13: Potentialform, Energieeigenwerte und Eigenfunktionen eines Morsepo-
tentials mit D, = 5cem™!, 7y = 2ag, a, = 0.5 agl und m = 0.3 amu. Die Eigenfunktio-
nen sind nicht normiert.

Die zeitliche Entwicklung des Systems (200) ist einerseits durch

Y(t) = e~ P (201)

mit dem Hamiltonoperator (184) gegeben, andererseits 1aft sich ¢(t) — da es sich um
Eigenfunktionen handelt — durch

_ b i — i Egt
V() = = (7 15) + 71 6)) (202)
darstellen. Nachdem die Energien F5 und Eg nach (186) bekannt sind, kann somit die
Genauigkeit des zur Berechnung von 1 (t) verwendeten Verfahrens iiberpriift werden.

5.1.2 Diskretisierung durch DVR

Zur Diskretisierung der Wellenfunktion und des Hamiltonoperators wurde das in [41,
47] vorgeschlagene DVR-Verfahren angewandt, das im wesentlichen auf [6] zuriickgeht
und in Anhang B.2 hergeleitet wird.
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Im vorliegenden Fall wird der betrachtete Bereich von 7, bis rn.. gleichméfig in
D Punkte aufgeteilt. Die verwendeten Basisfunktionen sind die Eigenfunktionen des
Kastenpotentials in der Form (270).

Wegen der Orthogonalitit der verwendeten Funktionen (siche Gl. (292), Anh. B.2)
nimmt die Hamiltonmatrix folgende Form an (vgl. [6, Gl (2.6)]):

Haﬁ = Taﬁ + V(ra)éaﬁ. (203)
Dabei ist die kinetische Energie durch (293) und das Potential durch (185) gegeben.

Die Wellenfunktion lafst sich diskretisieren und so zu einem endlichen Vektor umschrei-
ben, wenn man jeweils den Wert der Wellenfunktion am betreffenden Gitterpunkt
betrachtet:

(wo)a = ¢O(Ta)- (204)

5.1.3 Propagationsverfahren

Basierend auf den vorangegangenen Uberlegungen wurde ein FORTRAN-Programm
entwickelt, das mit den gegebenen Daten die Ausgangswellenfunktion und die Hamil-
tonmatrix aufstellt und die Wellenfunktion propagiert. Nach einigen Vorversuchen und
Abschétzungen stellte sich heraus, daf nur die in 4.2 vorgestellten Verfahren der Vek-
torpropagation sinnvoll einsetzbar sind, da eine (D x D)-Hamiltonmatrix bei feineren
Unterteilungen und damit wachsendem D sehr grof wird und damit der Speicherbe-
darf fiir die komplexe Zeitentwicklungsmatrix sehr schnell die technischen Grenzen
iibersteigt, insbesondere bei Systemen mit mehreren Freiheitsgraden.

Als Vorgriff zu 5.3 sollen hier konkrete Zahlen genannt werden. Fiir das zweidimen-
sionale Help-Problem wird in der Literatur (z.B. [41, 46]) tiblicherweise mit einem
256 x 256-Gitter gearbeitet. Dies hitte fiir die Matrix des Zeitentwicklungsoperators U
bei einer Genauigkeit von DOUBLE COMPLEX einen Speicherbedarf von etwa 64 GB
zur Folge, was mit Computern (zum gegenwértigen Zeitpunkt noch) nicht sinnvoll zu
bewaltigen ist. Somit mufs die Berechnung mit Vektormethoden nach 4.2 durchgefiihrt
werden (ein komplexer Zustandsvektor mit 65536 Eintrédgen beansprucht etwa 1 MB
Speicherplatz).

Die Hamiltonmatrix wurde in Einheiten von cm™! berechnet. Setzt man wie in der
Definition des Zeitentwicklungsoperators (3) 7 = 1, so entspricht ein Zeitschritt von
At =1 einem Zeitintervall von

1

=531ps= .
T ps lem™1

(205)

Die Grundfrequenz wy des Jodidmolekiils betrigt unter diesen Konventionen nach
(197) 128 cm™*!, was einer Periodendauer von

11
T e — — 200415 206
w1287 ps (206)

entspricht.
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Der Koordinatenbereich wurde mit
Tmin = 4.9, Tmax = 0.7 (207)

festgelegt (in Einheiten von ag). Als Propagationsverfahren wurden das Tschebyscheft-
Verfahren und die Beschleunigung mit dem vektoriellen e-Algorithmus ausgewéhlt und
jeweils mit dem exakten Propagationsergebnis nach (202) verglichen. Der Bereich der
Eigenwerte wurde iiber die Maxima und Minima der Energien auf dem Gitter nach
(68) unter Beriicksichtigung der Nullpunktsenergie abgeschétzt.

Tabelle 8 zeigt die Anzahl der Gitterpunkte und die Anzahl der benétigten Approxi-
mationsschritte bei einer relativen Fehlerschranke von g = 10713,

Aus dieser Tabelle lassen sich mehrere Ergebnisse ableiten: zum einen steigt mit gro-
fserem D die maximal darstellbare kinetische Energie und damit die obere Grenze des
Energiebereichs'#; damit steigt auch das Az in der Tschebyscheff-Entwicklung und
wegen des exponentiellen Verhaltens der Besselfunktionen J,(Az) fiir n > Az auch
der Approximationsgrad. Im vorliegenden Fall resultiert daraus eine Erh6hung des Re-
chenaufwandes um einen Faktor 3-4 bei einer Verdoppelung der Anzahl der Punkte
und ein zusétzlicher Faktor 22 = 4 wegen der Verdoppelung der Vektordimension.
Das vektorielle e-Verfahren zeigt dhnliches Verhalten, allerdings ist hier der Rechen-
aufwand im besten Fall etwa um einen Faktor 2.5 grofer. Man sieht, dafs grundsétzlich
bei der Verringerung des Skalierungsgrades der Rechenaufwand etwas absinkt, um
dann wieder stark anzusteigen. Bei noch groferen Normen (es wurden Berechnungen
mit ||Ht/s||; ~ 50 durchgefiihrt) ist keine Konvergenz zum richtigen Ergebnis mehr
moglich, was ja aus den Voruntersuchungen bereits hervorgeht (siehe Abschnitt 4.1.3,
Tabelle 2).

Fiir D = 128 Punkte ist eine Skalierung auf ||H¢/s||; ~ 30 am besten, wéihrend fiir
D = 256 ein groferer Skalierungsgrad s bessere Ergebnisse liefert. Der Grund fiir dieses
unterschiedliche Verhalten liegt darin begriindet, daf die 1-Norm || - ||; nur ein sehr
oberflachliches Kriterium darstellt. Dies wird besonders in Spalte 4 deutlich, wo bei
gleicher Norm ein sehr unterschiedliches Konvergenzverhalten zu beobachten ist. Bei
Matrizen gleicher Norm konnen einzelne Eintrage vom Betrag her sehr stark differieren
und u. U. die interne Stellenzahl des Computers iiberschreiten. Um dieses Problem in
den Griff zu bekommen, wire es denkbar, den Wert des betragsgrofiten Eintrags in
der Matrix neben der 1-Norm zur Bestimmung des optimalen Skalierungsgrads s mit
heranzuziehen, oder stattdessen die (rechenintensivere) 2-Norm zu verwenden.

Bei den Berechnungen zu Tabelle 8 stellte sich heraus, daf die Genauigkeit des e-
Verfahrens mit einem relativen Fehler von 0.1 % die der Tschebyscheff-Entwicklung
(relativer Fehler etwa 1%) um eine Grofenordnung tibertrifft. Zur Bestimmung des

14Die Wellenfunktionen |5) und |6) liegen sehr tief im Potentialtopf und sind im gew#hlten Raum-
bereich sehr gut lokalisiert; erst fiir Wellenfunktionen nahe bei der maximalen Schwingungszahl von
Umax = 76 macht sich das flache Auslaufen der Potentialkurve und das physikalisch ,falsche Ver-
halten bei r = 0 bemerkbar. Fiir die vorliegende Wellenfunktion ist das energetische Minimum im
wesentlichen durch V(ry) = —D, und das Maximum wegen V (r) — 0 fiir  — oo hauptsichlich durch
die maximal darstellbare kinetische Energie gegeben.
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Tschebyscheff Vektor-e

= |[Ht]|y N 1 2 3 4
D=128 1 350 267 682 640 624 795
2 700 492 1364 1262 1246 1602
3 1050 712 2064 1908 1879 2383
4 1399 930 2787 2522 2506 3402
5 1749 1147 3410 3168 3138 4145
6 2099 1364 4092 3782 3753 4974
7 2449 1579 4774 4428 4388 5974
8 2799 1794 5426 5042 4988  7068*
9 3149 2009 6107 5689 5613 78761
10 3499 2224 6789 6302 6256 86931
D =256 1 1452 852 2774 2571 2655 3565
5 3986 13853 12741 13311 17094%
D =512 1 3126 — — — —
2 6151 — — — —

Der Wert fiir NV gibt bei der Tschebyscheff-Approximation die Approximationsordnung an,
wahrend sich der Wert fiir das vektorielle e-Verfahren aus der Gesamtzahl der Aufrufe der
e-Routine ergibt. In den Spalten 1-4 wurden unterschiedliche Skalierungen s gewahlt, und
zwar

im Fall 1: ||Ht/s||; ~ 16

im Fall 2: ||Ht/s||1 ~ 20

im Fall 3: ||Ht/s||; ~ 30

im Fall 4: ||Ht/s||; ~ 40

Fiir s wurde diejenige ganze Zahl gewéhlt, fiir die die Norm der skalierten Matrix dem ange-
gebenen Wert entsprach oder knapp darunter lag.

Zur Konvergenz der reskalierten Matrix Ht/s waren

im Fall 1 ca. 31,

im Fall 2 ca. 36,

im Fall 3 ca. 54 und

im Fall 4 88-101 Aufrufe notwendig.

Der relative Fehler, verglichen mit dem exakten Ergebnis nach Gl. (202), lag immer unter
0.1%, auker in den mit { bzw. { markierten Féllen. Bei den mit { gekennzeichneten Er-
gebnissen lag der Fehler iiber 0.1 %, aber immer noch unter 1%, wéihrend bei den mit dem
I-Symbol versehenen Resultaten aufgrund von Rundungsfehlern keine Konvergenz auf das
exakte Ergebnis zu beobachten war.

Im Vergleich dazu ist der relative Fehler bei der Tschebyscheff-Approximation immer im
Bereich 1%.

Fiir D = 512 Punkte wurde aus Zeitgriinden nur die Tschebyscheff-Entwicklung herangezo-
gen.

Tabelle 8: Ergebnisse der Zeitentwicklung von I5.
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relativen Fehlers wurde der Bereich der Wellenfunktion herangezogen, in dem die
Wahrscheinlichkeitsdichte im Rahmen der Zeichengenauigkeit von 0 verschieden ist.
Als Beispiel ist in Abb. 14 der relative Fehler des Bertagsquadrates |¢(t)| zum Zeit-
punkt ¢ = 97 dargestellt. Betrachtet wurde das Intervall von a@ = 20...110. Hier
ist das Wahrscheinlichkeitsquadrat von Null verschieden (vgl. Abb. 15) und der re-
lative Fehler der Tschebyscheff-Entwicklung unter 10~2 und somit unter 1 %, der des
e-Verfahrens sogar unter 0.1 %. Das Ansteigen des relativen Fehlers auf 10* in der Né-
he von o = 0 ist fiir die Propagation nicht relevant, da die dort erreichten Werte bei
1071 bzw. 10~ und somit um 12 bis 16 GréRenordnungen unter dem Maximum mit
ca. 0.04 liegen.

49 4

rF—

T
el
—

31

I -4

3] v

Abbildung 14: Logarithmus des relativen Fehlers von [1)(r,,?)|?, berechnet zum Zeit-
punkt ¢ = 97 mit D = 128. Links wurde die Berechnung mit der Tschebyscheft-
Approximation durchgefiihrt, rechts mit dem vektoriellen e-Verfahren bei Einer Ska-
lierung auf ||Ht/s||; ~ 30. Man erkennt, daft der Fehler links in einem weiten Bereich
unter 1% liegt, rechts sogar unter 0.1 %. Das e-Verfahren wére somit um fast eine Gro-
fenordnung genauer, dafiir ist der Rechenaufwand etwa 2.5 mal hoher (vgl. Tab. 8). An

den Randern, wo der Fehler stark ansteigt, ist der Absolutbetrag der Wellenfunktion
nahe bei Null.

Um das Verhalten des e-Algorithmus noch genauer zu beleuchten, wurde die Berech-
nung zum Zeitpunkt 7' = 9 mit D = 128 Punkten und einer Skalierung auf ||H¢/s|| ~
30 mit verschiedenen Fehlerschranken g pro Einzelpropagationsschritt durchgefiihrt.
Tabelle 9 zeigt die Resultate.

Wie man erkennt, ist die Genauigkeit bei der Berechnung von () in weiten Bereichen
unabhéngig von der Fehlerschranke ¢g (¢ wird hier immerhin um 7 Zehnerpotenzen
verringert!). Gleichzeitig sinkt die Zahl der e-Aufrufe, sodaf bei ¢ = 107¢ der Re-

chenaufwand gegeniiber g = 10~ bei gleichbleibenden Resultaten um 40 % reduziert
werden kann.
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g Anzahl der e-Aufrufe rF

10713 2613 1073
10712 9196 1073
1071 4801 1073
10710 4400 1073
107 4095 1073
1078 3863 1073
1077 3683 1073
1076 3362 1073
107° 5091 ~ 1

Tabelle 9: Abhéngigkeit der Anzahl der e-Aufrufe und des relativen Fehlers rF von der
Fehlerschranke g. Bis ¢ = 1079 ist der e-Algorithmus stabil, darunter treten Instabili-
taten auf.

Somit ist das e-Verfahren trotz des erhohten Speicher- und Rechenbedarfs an Genau-
igkeit der Tschebyscheff-Approximation iiberlegen und stellt deshalb eine ernstzuneh-
mende Alternative dar.

Um die Berechnungen zu illustrieren und die Zeitentwicklung von I, darzustellen,
wurden in Abb. 15 die Ergebnisse der Tschebyscheff-Entwicklung fiir D = 128 und
t =0...97 grafisch dargestellt. In den gezeigten Abbildungen wurde jeweils (bis auf
den Fall t = 0) die aus der Approximation erhaltene Losung mit der exakten in ein
Diagramm gezeichnet. Man sieht im Rahmen der Zeichengenauigkeit vollige Uberein-
stimmung der beiden Kurven. Somit ist zumindest qualitativ die Verwendbarkeit der
getesteten Verfahren bestétigt.

Detailliertere Untersuchungen (z. B. mit extrem groften Zeitschritten oder feineren Auf-
l6sungen) wiirden den Rahmen dieses Kapitels sprengen, das — wie zu Anfang bereits
angedeutet — als Einfiihrung in die Methodik und als Vorbereitung auf das iibernéch-
ste Kapitel zu sehen ist.
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Abbildung 15: Zeitentwicklung von I (Fortsetzung auf der néchsten Seite).



5 ANWENDUNGEN AUF MODELLSYSTEME 65

0.04+

Iw(ravt)lzg’

0.034

Abbildung 15 (Fortsetzung): Zeitentwicklung von I,
in Zeitabstdnden von T' = wio = 0.0415 ps. Der Ein-
fachheit halber wurde die Wahrscheinlichkeitsdichte
|9)(r4,t)|* als Funktion des Index o angegeben und

auf eine Umrechnung in Absténde geméfs (269) ver-
zichtet.
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t =9T o
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5.2 Propagation durch SPO-Verfahren

Als direkter Vergleich wurde die Zeitentwicklung von I, mit dem in Abschnitt 3.4 vor-
gestellten split operator-Verfahren durchgefiihrt und ebenso wie im vorigen Abschnitt
mit der exakten Losung nach Gl. (202) verglichen.

Fiir die durchzufiihrenden Fast Fourier-Transformationen wurde die Routine CO6FCF
aus der NAG-Bibliothek verwendet [38]. Diese Routine berechnet aus einer Reihe z,
von komplexen Zahlen (o = 0,..., D — 1) die Fourier-transformierten Grofen z5 (3 =
0,...,D —1) nach

1 D-1 ( Odﬁ)
Zg=—= Y zaexp|—2mi—|. (208)
\/5 a=0 D

Diese Transformation wird verwendet, um die Wellenfunktion von der Orts- in die
Impulsdarstellung iiberzufiihren. Dazu werden fiir die z, die Werte

Za = ¢(7”a)

der Wellenfunktion ¢) an den Gitterpunkten o eingesetzt; die Grofsen Z3 bilden dann
die Transformierte, also

~

25 = Y(kp).
Den Punkten 7, im Ortsraum werden Impulse k, zugeordnet gem#f!?
D 2T
ko = - — . 209
<a 2 > D(Tmax - ’rmin) ( )

Der Betrag des Impulses liegt somit im Bereich
0<|k| < ———. (210)

Bei der Propagation wurde der vorgegebene Zeitschritt At in N kleinere Zeitschritte
0t zerlegt, sodaf zum einen die Gleichung

At = Nt (211)

und zum anderen das Stabilitatskriterium

—~ Atkrit

ot 212
! (212
erfiillt ist. Aty wurde in Abschnitt 3.4, Gl. (143) definiert.
Somit gilt:
At
N =5 . 213
|:Atkrit:| ( )

15G1. (209) setzt voraus, daf D gerade ist. Fiir die effiziente Verwendung von FFT-Algorithmen ist
es empfehlenswert, daff D eine Potenz von 2 ist [11], sodaf diese Voraussetzung in der Praxis keine
Einschriankung darstellt.
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Die Klammern [z] bezeichnen hierbei den ganzzahligen Anteil von x. Zur Propagation
iiber den Zeitschritt At miissen also N Transformationen bzw. Riicktransformationen
durchgefiihrt werden.

Zur Berechnung der Riicktransformation in den Ortsraum wurde die Zahlenfolge zuerst
komplex konjugiert, dann mit der Routine CO6FCF transformiert und anschliefsend
wieder komplex konjugiert. Dies entspricht einer inversen Transformation. Somit sind
2N Transformationsaufrufe notwendig.

Tabelle 10 zeigt den Rechenaufwand bei einer Unterteilung des Raumbereichs in D =
128 bzw. D = 256 Gitterpunkte.

Zahl der Transformationen N

At/10~3ps D =128 D =256
1 37 107
2 75 215
3 113 323
4 151 431
5 189 539
6 226 647
7 264 755
8 302 863
9 340 971

10 378 1079
102 3780 10798
105 37801 107984

Tabelle 10: Anzahl der Transformationen N bei gegebenem Zeitschritt At. Der Raum-
bereich wurde in D = 128 bzw. D = 256 Punkte aufgeteilt.

Anhand der vorliegenden Daten'® konnte die theoretisch geforderte Skalierung des Re-
chenaufwandes mit D log, D iiberpriift werden'”. Hierzu wurde mit der Kompileroption

16Es zeigte sich, dal die Berechnungen bis etwa At = 1072 ps stabil sind, ab dann werden Ab-
weichungen der Graphen (exakte Losung/SPO-Ergebnis) voneinander erkennbar, die mit steigendem
At zunehmen. Dieses Verhalten ist unabhingig davon, mit welcher Punktauflésung propagiert wird.
Auch eine Verscharfung des Stabilitdtskriteriums auf

Ayt
0t ~ —— 214

brachte hier keine Verdnderungen. Somit liegt den Berechnungen ein systematischer Fehler zugrunde,
der aus Zeitgriinden leider nicht mehr korrigiert werden konnte. Dies betrifft aber nicht die folgenden
Ausfiihrungen beziiglich des Rechenaufwandes, sodak dieses Kapitel trotzdem (mit diesen Einschrén-
kungen) in die Arbeit aufgenommen wurde. Aussagen iiber die Genauigkeit kénnen allerdings —
abgesehen von der theoretisch geforderten O(At®)-Abhiingigkeit des Fehlers — nicht gemacht wer-
den.

17In [38] wird darauf hingewiesen, daf diese theoretische Grenze nur mit Potenzen von 2 erreicht
werden kann. Deshalb wurden hier die Werte D = 128 = 27 und D = 256 = 2% verwendet.
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-pg der Profiler aktiviert, der u. a. die Laufzeit des Programms protokollierte. Um ver-
lakliche Daten zu erhalten, wurden grofsere Propagationsschritte bis zu At = 1ps in
die Tabelle 10 aufgenommen.

Es ergaben sich folgende Laufzeiten:

Laufzeit tiota in S

At/1073ps D =128 D =256
102 2.92 15.66

103 26.68 156.56

Um den Offset t,¢ durch Initialisierungsroutinen u. &. zu eliminieren, wurde folgendes
Gleichungssystem zur Bestimmung der Zeit t4,, fiir einen Propagationsschritt heran-
gezogen:

Nltstep +log = ttotal,l
NZtstep +log = ttotal,?

Setzt man hier die Werte fiir N und die Laufzeiten ein, so erhilt man:

taep = 7.0-107%s  fiir D = 128,
taep = 1.5-107%s  fiir D = 256.

Fiir das Verhiltnis des Rechenaufwandes ergibt sich hier

ttep.D— 15
—stepD=296 22 214, (215)

tstep,D:lQS

wahrend theoretisch 956 log. 256 06
200820 22 9,99 (216)
128 log, 128 7

zu erwarten ist. Die beiden Werte stimmen relativ gut iiberein, die Abweichungen
ergeben sich hauptsichlich daraus, dafs der Profiler selbst die Laufzeit der Programme
beeinflufit.

Somit ist das SPO-Verfahren gerade bei groferen Problemen gut geeignet, den Re-
chenaufwand zu minimieren. Insbesondere bei dem in Abschnitt 5.3 behandelten Pro-
blem liefsen sich die Rechnungen deutlich beschleunigen. Wie bereits festgestellt, kann
mit dem hier verwendeten Algorithmus jedoch nur {iber Zeiten in der Gréfsenordnung
At = 1072 ps propagiert werden, was fiir die dort anfallenden Berechnungen nicht
ausreichend ist.

5.3 Das van der Waals-Molekiil Hel,
5.3.1 Physikalische Grundlagen

In [42] ist ein T-formiges Modell von Hel, ohne Rotation beschrieben. Dies ist ein
Drei-Korper-Problem mit dem Hamilton-Operator

1 0? 1 9* -

H= —%w — 587}%2 + V[_I(T) + 2VHe—I (,O(’I“, R)) ) (217)
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wobei die potentiellen Energien jeweils wieder durch Morse-Potentiale der Form
Vi) = D, [ 206l =) el =] 215)
bzw.
VHe—I(p) = Dp {e_le)(p - /)0) — 26_ap<p - )00)] (219)

dargestellt werden. Dabei ist R der Abstand des Helium-Atoms vom Schwerpunkt des
Iy, r der Abstand der beiden Jod-Atome und

p=p(r,R)=/R2+/a (220)

der Abstand des Helium-Atoms zu einem Jod-Atom (siehe auch Abb. 16).Dabei wird
die Bewegung des Heliumatoms stets senkrecht zur Verbindungslinie der Jod-Atome
angenommen, d.h. das System besitzt nur zwei Freiheitsgrade. p ist die reduzierte
Masse von He-I und m die reduzierte Masse des I,. Dieses Modell ist von Interesse

|

Abbildung 16: Zur Geometrie des Hel-Problems.

hinsichtlich einer unimolekularen Dissoziation der Form
Hel,(v) — He + I(v') (221)

und ist theoretisch von Gray, Rice und Mitarbeitern [42, 43, 44, 45, 46, 48, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58| als auch experimentell [59, 60| gut untersucht, so dafs
Vergleichsdaten vorliegen.

In [42] wird beschrieben, daf die klassische Bewegung eines Systems aus gekoppelten,
nichtlinearen Oszillatoren bei geringen Energien meist quasiperiodisch verlauft, wah-
rend bei hoheren Energien die Bewegung chaotisch wird. Eine chaotische Bewegung
erlaubt einen sehr schnellen intramolekularen Energietransfer, sodafs die Dissoziations-
rate prinzipiell durch einen statistischen Formalismus berechnet werden kann. Studien
von Oxtoby und Rice [61] dagegen zeigen, daf isolierte nichtlineare Resonanzen auf-
treten konnen, wenn die Frequenzen der gekoppelten Oszillatoren stark voneinander
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abweichen. Diese Resonanzen konnen Energie speichern und beeinflussen die Dyna-
mik des Systems betrichtlich, sodaf diese sich einer rein statistischen Beschreibeung
entzieht.

Als wichtiges Ergebnis stellen Gray, Rice und Noid in [42] fest, daf fiir niedrige Vibra-
tionszusténde (v < 5) des Io-Anteils die Dissoziation von Hel, rein quantenmechanisch
begriindet ist (unter klassischer Beschreibung wére dieses Molekiil also stabil), wéh-
rend fiir hohere Zusténde die Dissoziation auch klassisch erlaubt ist und hier sowohl
quantenmechanische als auch klassische Faktoren die Dissoziationsrate beeinflussen.
Experimentell wurden die Ergebnisse iiberpriift, indem Helium unter hohem Druck
iiber festes Jod bei Zimmertemperatur gefiihrt wurde und dann durch eine kleine
Offnung in einen Bereich mit niedrigem Druck expandieren konnte [59, 60]. Der so
entstehende Uberschallstrahl wurde mit einem durchstimmbaren Farbstofflaser ange-
regt und spektroskopisch untersucht. Es zeigte sich hier, daf die Dissoziation von Hel,
hauptséchlich durch den Ubergang v — ¢/ mit v/ = v — 1 bestimmt wird.

Die verwendeten Potentialdaten von Jod wurden bereits an anderer Stelle verwendet.
Hier sind sie noch einmal zum Vergleich zusammen mit den Daten fiir das He-I-
Potential angegeben (aus [41]):

D, =4911cm™!, a, =0.9380a,", 7o = 5.6994 ay,

D,=18cm™, a,=0.6033a;", py=7.5589a,. (222)

Man sieht anhand dieser Daten die unterschiedliche Bindungsstéirke zwischen den bei-
den Jodatomen (D, ) und der van der Waals-Bindung (D,). Der Potentialverlauf ist in
Abb. 17 grafisch dargestellt.

In [41] wurde mit Hilfe des DVR-Verfahrens der quasi-gebundene Anfangszustand nu-
merisch ermittelt und dieser unter Anwendung der split operator-Methode (s. 3.4 und
5.2) propagiert. Hier soll ein anderer Weg beschritten werden: es zeigt sich (siehe 5.3.3),
daf sich in guter Ndherung die Bewegung der Jodatome entlang der r-Koordinate von
der des Heliumatoms (R) entkoppeln 1&t, sodaft der Anfangszustand v als Produkt
zweier BEigenzustdnde der jeweiligen Morsepotentiale beschreiben werden kann. Diese
Néherung wird dann aufgehoben, um die Wechselwirkung zwischen Jod und Helium
zu ermdglichen. Der Hamiltonoperator (217) wird dann durch Wahl eines Gitters und
geeigneter Basisfunktionen der Form (270) mittels DVR-Formalismus in eine Matrix
tibersetzt (siehe 5.3.2), um die Wellenfunktion 1)y propagieren zu kénnen. Diese Vor-
gehensweise stiitzt sich auf [42, 46, 47, 56].

5.3.2 Diskretisierung durch DVR

Die Diskretisierung wurde analog zu 5.1.2 durchgefiihrt; deshalb werden hier im we-
sentlichen die Unterschiede herausgestellt, die sich durch den zusétzlichen Freiheitsgrad
ergeben. Der Ubersichtlichkeit wegen werden einige Ergebnisse aus dem oben zitierten
Kapitel nochmals aufgefiihrt.

Da es sich bei den hier betrachteten Problem um ein System mit zwei Freiheitsgraden
(r, R) handelt, wird ein zweidimensionales Gitter gewihlt, das in r-Richtung den
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Bereich von rp,;, bis . und in R-Richtung den Bereich von R, bis R.x abdeckt.
Die Anzahl der Punkte in - und R-Richtung betrage gleichermafen D. Im folgenden
bezeichnet der Index a die r-Richtung, der Index 3 die R-Richtung.

Die verwendeten Basisfunktionen sind die bereits in 5.1 verwendeten Eigenfunktionen
des Kastenpotentials in der Form

, 1 ) QjT
L) = 22
{rals) D+1sm<D+1) (223)

(Rpk) :,/Dilsin (lf]fl). (224)

Der Indizes 57 und k numerieren die Eigenfunktionen durch und laufen jeweils von 1
bis D. Die r,, Rs sind dabei analog zu Gln. (268), (269) in Anhang B.2 definiert.
Aus diesen Funktionen werden Produkte der Form (r,Rgs|jk) gebildet. Im zweidimen-
sionalen Fall nimmt die Hamiltonmatrix unter Beriicksichtigung der Orthogonalitit
der Basisfunktionen die folgende Form an (vgl. (203)):

bzw.

Hoparpr = Taa0ss + Tpp0aa + Vic1(Ta)0aadps + Vite-1 (P(Tas Ra)) daardps- (225)

Dabei sind die kinetischen Energien durch

1 0?
Tao/ = —% <Ta Wg/ Toz’> (226)
bzw.
Toy = - (R, |2 | 1 (227)
59 = ~5, \ 0 5pe, | B

und die Potentiale durch (185) und (219) gegeben.
Damit H in , klassischer Weise als Matrix dargestellt werden kann, wird eine eindeutige
Abbildung des Doppelindex o3 auf einen einfachen Index ~ definiert durch®®:

vi(o,B) = (6—1)D + a, a=1,....D, pg=1,....D (228)

Die Ausgangswellenfunktion 1 lafst sich diskretisieren und als Vektor darstellen mit
den Komponenten

(%0)y = (Y0)as = Yo(ra; Rp) (229)

Bnatiirlich wiire auch 7 : (o, 8) — (o — 1)D + 3 méglich.
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5.3.3 Die Wellenfunktion

72

Um 1)y in analytischer Form darstellen zu konnen, ist eine Entkopplung der beiden
Koordinaten (r, R) notwendig. Nachdem die Kopplung iiber die Koordinate p = p(r, R)
zustandekommt, betrachtet man die Taylorentwicklung von p(r, R) (vgl. dazu auch

[42]):
0 0
p(r,R) =~ /)0+(T—To)a—i(TmRo)+(R—Ro)£(ToaRo)
1 To Ro
= + —(r—rog)— + (R — Ro)—
po 4( O)Po ( O)Po

Einsetzen von pg, ro und Ry = y/p3 — r6/4 aus (222) liefert:

Setzt man nun p anstelle von p in das Potential Vi1 ein, erhilt man:

Wher(5) = 2D, {6—2%@ =) _ 9e= (P = po)]

— Dp {6—2045:(3 — Ro) _9,—ar(R— RO)}
= Vr(R)

unter Ausnutzung von (232) und mit den Definitionen

ar = @ap = 0.5588a; ',
Po
Drp = 2D,=36cm ',
7“2
Ry = \/p?— ZO = 7.0012 a,.

(230)

(231)

(232)

(233)

(234)
(235)

(236)
(237)

(238)

Der Hamiltonoperator (217) 1t sich mit dem Potential Vz umschreiben zu

1 9% 1 0

R R A i
2m(97’2+ 1(r) 21 OR?

~

+Vr(R) + 2Vae1(p(R,7)) — Vr(R)

~ ~

= Hy + v

(239)
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Vernachlissigt man aufgrund obiger Uberlegungen den Anteil \7, so zerfallt H ~ Ho
in zwei voneinander unabhingige Hamiltonoperatoren H, bzw. Hg, sodafs sich die
Eigenfunktion 1y als Produkt zweier Eigenfunktionen zum Morsepotential schreiben
lafst.

Setzt man die im vorliegenden Fall zugrundeliegenden Zahlenwerte ein, so erhélt man

kK, =153.0 = 0<v,. <76

kr=95450 = 0<wvp <2 (240)
5.3.4 Wahl des Koordinatenbereiches
Der maximale Koordinatenbereich wurde in Anlehnung an [41| mit
Tmin = 4.5, Tmax = 8.0, (241)

Rmin = _407 Rmax =60

festgelegt (in Einheiten von ag). Das Potential Vges(r, R) in diesem Bereich, das nach
(217) geméfs
Vees(r, R) = Vi_1(r) + 2Vige—1 (p(r, R)) (242)

gegeben ist, ist in Abb. 17 als Hohenliniendiagramm abgebildet. Die eingetragenen
Potentialwerte sind in Einheiten von 10°cm™!, die Absténde in a, angegeben. Der

Abbildung 17: Potentialverlauf fiir das Hels-Problem in den Koordinaten r und R
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negative Wert fiir R,,;, soll Randeinfliisse minimieren; Anteile der Wellenfunktion, die
durch die endliche Potentialschwelle bei R = 0 tunneln und am linken Rand des Gitters
reflektiert werden, miissen auf ihrem Weg zuriick diese Barriere nochmals iiberwinden
und werden dadurch sehr stark abgeschwécht. Somit hat der physikalisch falsche end-
liche Wert des Potentials an den Stellen R = 0 keinen nennenswerten praktischen
Einfluf (vgl. dazu Funote 11 auf Seite 56).

Ryax ist sehr grofs gewdhlt, damit die Wellenfunktion iiber geniigend grofse Zeitschritte
propagiert werden kann, ohne daft Einfliisse vom rechten Rand beriicksichtigt werden
miissen (vgl. dazu auch die Anmerkungen im Anhang von [46])'.

Nachdem der Jodid-Anteil des Molekiils nicht dissoziiert, sind Einfliisse von den Rén-
dern des r-Bereichs nicht zu erwarten. Die Wellenfunktion ist fiir die betrachteten
Jod-Vibrationszustédnde (im unteren Teil des Potentials) gut lokalisiert und fallt nach
aufen exponentiell ab (siehe dazu auch die Ergebnisse aus 5.1). In [41] wird bespielswei-
se die Wellenfunktion mit v, = 20, vg = 0 propagiert®’. Diese besitzt nach Gleichung
(186) die Energie Egp ~ —2661cm™'. Aus Abb. 17 ist ersichtlich, daR diese Wellen-
funktion im wesentlichen innerhalb der gestrichelten Linie fiir V = —2.5-10%cm ™!
lokalisiert ist, d.h. im Bereich 5.1 < < 7.0.

Die Auflosung des Gitters sollte an die Zahl der Knoten der Wellenfunktion angepaft
werden; nach [6] reichen drei bis vier Gitterpunkte pro de Broglie-Wellenlénge fiir eine
relative Genauigkeit von 10~% bis 10~ aus.

5.4 Propagation und Ergebnisse

Zuerst wurde der Zustand mit v, = 5 auf einem 50 x 50-Gitter berechnet und mit
dem Tschebyscheff-Verfahren propagiert. Das Maximum R,,,, wurde im Gegensatz
zu (241) auf 7.0a¢ reduziert, um die relative Auflésung zu erhéhen. Abbildung 18
zeigt das Betragsquadrat der Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢ = 0. Zur Darstellung
wurde ein Konturplot gewdhlt, der mit IDL 5.0 [62| aus den berechneten Daten er-
zeugt wurde. Die Darstellung ist logarithmisch; der Ubergang von einer Konturlinie
zur nichsten entspricht zum Zentrum der Wellenfunktion hin einem Anwachsen der
Wabhrscheinlichkeitsdichte um einen Faktor 10.

Der Zeitschritt wurde mit At = 0.1 ps festgelegt. Fiir die Propagation iiber diesen
Zeitschritt waren 462 Approximationsschritte notwendig. Die Grafiken in Abb. 20 zei-
gen das Betragsquadrat der Wellenfunktion zu den Zeiten ¢t = 1.0ps, t = 2.0ps und
t = 3.0ps. Man sieht deutlich, daf sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit mit stei-
gendem ¢t in Bereiche mit groferem R ausdehnt. Das bedeutet, dafs sich das Helium-

9Nicht bei allen physikalischen Problemstellungen ist es moglich, die Randbedingungen so zu
withlen, daff Randeinfliisse umgangen werden kénnen (man denke z. B. an ein Stofiproblem mit zwei
Reaktionspartnern, deren Geschwindigkeiten sich nach dem Stof sehr stark unterscheiden. Hier kdnnte
die auslaufende Welle des einen Teilchens am Rand reflektiert werden und die Welle des anderen
Teilchens iiberlagern und die Ergebnisse verfilschen). Eine Moglichkeit, dies zu vermeiden, liefert die
Verwendung von sog. optischen Potentialen. Dies wird in Anhang C genauer ausgefiihrt.

20Die He-I-Verbindung soll im Ausgangszustand nicht angeregt sein, d.h., es wird im folgenden
immer implizit vg = 0 vorausgesetzt.
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Abbildung 18: |1)|? fiir v, = 5; Gittergrohe 50 x 50 Punkte

Atom zu spéteren Zeiten mit steigender Wahrscheinlichkeit in grofierer Entfernung
vom Jodid-Anteil aufhélt.

Bei den Berechnungen zeigte sich aufserdem ein oszillatorisches Verhalten in r-Richtung.
Um dies zu illustrieren und die Zeitentwicklung anschaulicher darzustellen, wurde
aus den einzelnen Momentaufnahmen der Wellenfunktion im Abstand ¢ = 0.1ps
eine Sequenz erstellt, die die Propagation von Hely, mit v, = 5 im Zeitintervall 0
bis 3.5 ps zeigt?'. Diese Animation ist auf der beiliegenden Diskette im Verzeichnis
/animationen unter vb6_anim.gif zu finden.

Um den Zusammenhang zwischen Gittergrofe bzw. Auflosung und Rechenaufwand
etwas genauer zu beleuchten und das Verhalten der Wellenfunktion fiir h6here Quan-
tenzahlen v, zu untersuchen, wurde noch der Zustand mit v, = 10 auf einem 100 x 100-
Gitter analog zu obigen Ausfiihrungen propagiert, diesmal allerdings auf dem vollen
Koordinatenbereich nach (241). Abbildung 19 zeigt die Ausgangssituation.

Als Zeitschritt wurde At = 0.05 ps gewéhlt. Die Zahl der Approximationsschritte pro
Zeitschritt betrug in diesem Fall 279. Die Berechnung eines Zeitschrittes betrug auf
der ZEUS (SGI-Challenge Vektorrechner) immerhin 14.5 Stunden.

Abbildung 21 zeigt das Absolutquadrat der Wellenfunktion zu den Zeiten ¢t = 0.5 ps,

21Die Animation wurde mit dem Programm WhirlGIF Version 2.01 von Kevin Kadow erzeugt. Die
Software ist frei erhéltlich unter http://www.msg.net/utility/whirlgif/.
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Abbildung 19: |1)y|? fiir v, = 10; Gittergroke 100 x 100 Punkte

t=10psund t = 1.5ps.

Auch hier wurde eine kleine animierte Sequenz erstellt; sie ist im gleichen Verzeichnis
unter v10_anim.gif zu finden. Die Animation zeigt die Zeitentwicklung von ¢ = 0 bis
t = 1.5 ps in Schritten von At = 0.05 ps.

Man erkennt an den Momentaufnahmen in Abb. 21 und anhand der animierten Bildfol-
ge ein grundséatzlich dhnliches Verhalten der Wellenfunktion im Vergleich zu Abb. 20.
Allerdings breitet sich die Wellenfunktion deutlich schneller nach rechts aus. Dies be-
deutet, dafs der hoher angeregte Zustand schneller dissoziiert, was auch theoretisch zu
erwarten war (vgl. hierzu [43, 44]).

Urspriinglich war im Rahmen dieser Arbeit geplant, Berechnungen fiir den Zustand
v, = 20 mit aufzunehmen, um die daraus resultierenden Ergebnisse mit denen aus
[41] zu vergleichen. Wie bereits erwihnt, wurde dort auf einem 256 x 256-Gitter pro-
pagiert. Diese hohe Auflésung ist notwendig, um die Berechnungen mit ausreichender
Genauigkeit durchfiihren zu konnen (vgl. hierzu die Anmerkungen zur Gitterauflosung
am Ende von Abschnitt 5.3.4). Die in oben zitierter Arbeit beschriebenen Ergebnisse
sind allerdings sehr knapp gehalten (was in einem per Internet veroffentlichten Artikel
durchaus sinnvoll ist), insbesondere fehlen genauere Angaben iiber den verwendeten
Darstellungsmodus (unklar ist z. B. die Zunahme der Wahrscheinlichkeitsdichte von
einer Konturlinie zur néchsten), sodaf insbesondere ein grafischer Vergleich wenig
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aussagekraftig wire.

Wie bereits in Abschnitt 5.1.3 am eindimensionalen Jodidmolekiil diskutiert, steigt
der Rechenaufwand bei Erhchung der Auflésung stark an. Hier im zweidimensionalen
Fall steigt die Vektordimension durch den Ubergang von 100 auf 256 Punkte auf das
2.56%-fache; die Hamiltonmatrix wird daher 2.56* ~ 43 mal so grof. Daneben ist ein
Faktor in der Grofenordnung 3-4 durch die erhéhte obere Grenze des Energiebereichs
zu erwarten. Der gesamte Rechenaufwand steigt deshalb auf das 130-170fache, weshalb
von einer Durchfithrung dieser Berechnungen — insbesondere im Hinblick auf den
Zeitrahmen dieser Arbeit — abgesehen wurde.
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Abbildung 20: Propagation der Wellenfunktion mit v, = 5 zu verschiedenen Zeiten t.
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Abbildung 21: Propagation der Wellenfunktion mit v, = 10 zu verschiedenen Zeiten ¢.
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6 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde versucht, einen Uberblick iiber mégliche Verfahren
zur Losung der zeitabhingigen Schrodinger-Gleichung zu geben. Besondere Aufmerk-
samkeit wurde dabei auf die Extrapolationsmethoden gerichtet, da entsprechende Vor-
untersuchungen [15, 22| darauf schliefen liefsen, daf derartige Verfahren auch hier mit
Erfolg eingesetzt werden konnten.

Diese Vermutung hat sich zum grofien Teil bestétigt. Insbesondere bei der Berechnung
der Matrixexponentialfunktion bieten sich durch den Einsatz von Beschleunigungs-
verfahren leistungsfihige Algorithmen zur numerischen Berechnung des Zeitentwick-
lungsoperators, die mit giangigen Verfahren durchaus konkurrieren kénnen. Besonders
der vektorielle e-Algorithmus und die vektorielle J-Transformation weisen hier gute
Resultate auf.

Allerdings ist die Darstellung dieses Operators in Matrixform derzeit in konkreten
physikalischen Problemen (insbesondere mit mehreren Freiheitsgraden) noch zu spei-
cherintensiv, um auf Computern sinnvoll eingesetzt werden zu konnen. Da sich dies bei
der raschen Entwicklung auf dem Computersektor sicher dndern wird, steht einem Ein-
satz der in Abschnitt 2 vorgestellten Matrixverfahren grundsétzlich nichts im Wege.
Diese Verfahren bieten namlich den Vorteil, dafs z. B. verschiedene Ausgangswellen-
funktionen, die denselben Hamiltonoperator besitzen und im selben Koordinatenbe-
reich definiert sind, durch einfache Matrixmultiplikation mit dem zuvor berechneten
Zeitentwicklungsoperator zu propagieren. Mehrfaches Hintereinanderschalten dieser
Operation erlaubt es, die zeitliche Entwicklung eines Systems zu beobachten. Hier
muf die Zeitentwicklungsmatrix nur einmal berechnet und abgespeichert werden und
steht dann fiir alle folgenden Berechnungen zur Verfiigung.

Scheidet die Verwendung von Matrizen aus, so bietet sich die Vektorpropagation an
(Abschnitt 3). Auch hier ist der Einsatz von Extrapolationsmethoden mdoglich, wobei
hier — anders als im Matrizenfall — kein allgemeingiiltiges ,,Rezept” vorgestellt wer-
den kann, wie die Berechnungen optimal durchgefiihrt werden koénnen. Vielmehr spie-
len hier viele Faktoren eine Rolle, z. B. die Norm der Hamiltonmatrix, die Verteilung
der Energieeigenwerte, der Skalierungsgrad, der Speicherbedarf usw., sodaf hier Vor-
versuche notwendig werden, um die Berechnungen zu optimieren. Hier zeigte es sich,
dafs die Beschleunigungsverfahren nicht mit den momentan iiblicherweise verwendeten
Verfahren konkurrieren konnen, was Rechenaufwand und Speicherbedarf betrifft. Zieht
man allerdings die erzielbare Genauigkeit hinzu, so schneiden die Beschleunigungsal-
gorithmen deutlich besser ab und iibertreffen zum Teil die ,,Standardverfahren®.

Somit erweisen sich die Extrapolationsverfahren als vielversprechende Kandidaten fiir
weiterfithrende Untersuchungen auf diesem Gebiet. Mogliche Zielrichtungen wéren z. B.

e die Abhéngigkeit des Beschleunigungsverhaltens von der Struktur des Spek-
trums; einige Aussagen dariiber sind bereits in Abschnitt 4.1.5 zu finden,
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e sowie die Anwendung von Beschleunigungsverfahren auf die Folge der Tscheby-
scheff-Polynome; hier wiaren Methoden zur Konvergenzbeschleunigung von Ent-
wicklungen nach Orthogonalpolynomen notwendig [22, Kap. 5.5], die in dieser
Arbeit nicht behandelt wurden.
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A Algorithmen

Im folgenden werden die verwendeten Beschleunigungsalgorithmen vorgestellt, wie sie
mit MAPLE V Release 5.1 [39] verwendet wurden. Die D-dimensionalen Vektoren wur-
den dabei als (D x 1)-Matrizen iibergeben, sodaf das Skalarprodukst @- b als tr(aZ - b)
formuliert wurde. Das hat den Vorteil, daf die Routinen auch direkt fiir Matrizen ver-
wendet werden konnen. Die durchgefiihrten Tests lieferten durchweg dhnliche Resultate
unabhéngig davon, ob die Matrix in einen Vektor umgewandelt oder direkt als Argu-
ment iibergeben wurde (fiir den weiter unten beschriebenen Matrix-.7-Algorithmus
miissen die Argumente quadratische Matrizen sein). Deswegen wurde im folgenden
auf eine explizite vektorielle Schreibweise der auftretenden Grofen verzichtet.

A.1 Vektorieller e-Algorithmus

Der vektorielle e-Algorithmus wurde bereits in Kap. 2.4.1, Gl. (115) vorgestellt.

Die in dieser Arbeit verwendete Implementierung dieses Algorithmus geht auf [63]
zurilick und berechnet beim nten Aufruf die Gegendiagonale e(()n), egnfl), ., 9 die in
den Variablen epsilon[n], epsilon[n-1], ..., epsilon[0] abgelegt wird. Abb. 22

veranschaulicht die Position der Rechengrdfien in der e-Tabelle.

(n) (n)

Ek Ek—f—l
(n+1) (n+1)
€p—1 €k

Abbildung 22: Ausschnitt aus der e-Tabelle bei der Berechnung des vektoriellen e-
Algorithmus

Der Routine epsvec wird das aktuelle Folgenelement s,, in der Variablen sofn iiberge-
ben. Zur Berechnung werden zwei Hilfsvariable aux1 und aux2 benétigt. In aux2 wird
zuerst 6(_n1+ V=0 abgelegt, dann jeweils der Wert der Gegendiagonalen, der infolge der
Berechnung des neuen Wertes iiberschrieben wird. Als angenommener Grenzwert wird
epsilon[0] oder epsilon[1] in der Variablen predic zuriickgegeben, je nachdem,
ob n gerade oder ungerade ist, da die e,in) mit ungeradem £ nur Hilfsgrofen sind. Die
Verwendung der Variablen tiny verhindert, daft das Skalarprodukt eine vorgegebene
Schranke unterschreitet, was andernfalls eine Division durch Null und einen damit

verbundenen Programmabbruch zur Folge hétte.

epsvec:=proc(n,sofn,epsilon,predic)
local auxl,aux2,diff,j,tr,tiny;
tiny:=1e-60;

epsilon[n] :=evalm(sofn);

if n=0 then
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predic:=evalm(sofn) ;
else
aux2:=evalm(0) ;
for j fromn to 1 by -1 do
auxl:=evalm(aux2) ;
aux2:=evalm(epsilon[j-1]);
diff:=evalm(epsilon[j]-aux2);
tr:=trace(htranspose(diff)&*diff);
if tr<tiny then tr:=tiny fi:
epsilon[j-1] :=evalm(auxi+diff/tr);
od;
if (n mod 2)=0 then
predic:=evalm(epsilon[0]):
else
predic:=evalm(epsilon[1]):
fi:
fi:
end:

A.2 Topologische e-Algorithmen

Von diesem Algorithmus existieren zwei Varianten, die hier im einzelnen vorgestellt
werden sollen.

Der erste topologische e-Algorithmus basiert auf der Rekursion (116) aus Kap. 2.4.1:
Auch hier sind die zur Berechnung bendtigten Ausschnitte der e-Tabelle in Abb. 23
dargestellt.

Aﬂ« G;Tli)Jrl eé’é) % 6%2
n+1 n n n+1
E;ktl) ngﬂ) eékﬂ) EgkL)

Abbildung 23: Ausschnitte aus der e-Tabelle bei der Berechnung des ersten topologi-
schen e-Algorithmus

Bei der Implementierung dieses Algorithmus wurde versucht, ein Verfahren zu ent-
wickeln, daft von der Konzeption dem des vektoriellen e-Algorithmus entspricht. An-
ders als dort ist hier zu unterscheiden, ob e,(g") mit geradem oder ungeradem k berechnet
werden, da fiir beide Fille unterschiedliche Rekursionen zugrundeliegen. Insbesondere
sind bei der Rekursionsvorschrift fiir gerade & Werte aus der vorletzten Gegendiago-
nalen notig, die in einem zusatzlichen Feld aux [] abgelegt werden. Aufierdem mufs der
Hilfsvektor y in der Variablen y an die Routine iibergeben werden.

epstopl:=proc(n,sofn,y,epsilon,aux,predic)
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al auxl,aux2,diff1,diff2,j,tr,tiny;

tiny:=1e-60:

eps

ilon[n] :=evalm(sofn);

aux[n] :=evalm(sofn) ;

if
P
els

n=0 then
redic:=evalm(sofn) ;
e

aux2:=evalm(0) ;

f

fi:

or j fromn to 1 by -1 do
auxl:=evalm(aux2) ;
aux2:=evalm(epsilon[j-1]);
diffl:=evalm(epsilon[j]-aux2);
if (n-j) mod 2=0 then
tr:=trace(transpose(y)&*diff1);
if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:
epsilon[j-1] :=evalm(auxi+y/tr);
else
diff2:=evalm(auxil-aux[j-1]1);
tr:=trace(transpose(diff1)&*diff2);
if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:
epsilon[j-1] :=evalm(aux1+diff2/tr);
aux[j-1] :=evalm(epsilon[j-1]);
fi;
od;
if (n mod 2)=0 then
predic:=evalm(epsilon[0]):
else
predic:=evalm(epsilon[1]):
fi:

end:

84

Fiir den zweiten topologischen e-Algorithmus nach Gl. (117) ist die Rekursion fiir die

e

mit geradem k verdndert. Die Darstellung in der e-Tabelle erfolgt in Abb. 24.

Durch die Verschiebung der oberen Indizes in Zahler und Nenner ist das aux[]-Feld
nicht mehr notwendig.

eps
loc
tin
eps

top2:=proc(n,sofn,y,epsilon,predic)
al auxl,aux2,diffl,diff2,j,tr,tiny;
y:=1e-60;

ilon[n] :=evalm(sofn);

if n=0 then

P
els

redic:=evalm(sofn);
e
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Abbildung 24: Ausschnitte aus der e-Tabelle bei der Berechnung des zweiten topolo-
gischen e-Algorithmus

aux2:=evalm(0) ;
for j fromn to 1 by -1 do
auxl:=evalm(aux2) ;
aux2:=evalm(epsilon[j-1]);
diffl:=evalm(epsilon[j]-aux2);
if (n-j) mod 2=0 then
tr:=trace(transpose(y)&*diff1);
if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:
epsilon[j-1] :=evalm(auxi+y/tr);
else
diff2:=evalm(epsilon[j+1]-aux1);
tr:=trace(transpose(diff1)&*diff2);
if abs(tr)<tiny then tr:=tiny fi:
epsilon[j-1] :=evalm(aux1+diff2/tr);
fi;
od;
if (n mod 2)=0 then
predic:=evalm(epsilon[0]):
else
predic:=evalm(epsilon[1]):
fi:
fi:
end:

A.3 J-Algorithmen

Die erste verwendete Variante [J-Algorithmus hat die in Kap. 2.4.3, Gl. 121 beschrie-
bene Form.

Auch hier wurde — analog zu den weiter oben besprochenen e-Algorithmen (man be-
achte die vertauschte Position von n und k!) — eine Implementierung gewéhlt, die die
berechneten Werte s(*) bzw. w*) in Form von Gegendiagonalen in den Feldern ars[]
bzw. aro[] abspeichert. Diese Implementierung wurde von H. Homeier entwickelt. In
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den Variablen tr1, tr2 und tr3 werden die Skalarprodukte des Nenners, des Zédhlers
der s-Rekursion und des Zihlers der w-Rekursion gespeichert und anschlieffend die
neuen Eintriige berechnet. Mit deltar wird die Differenz Ar(*) der Hilfszahlenfolge
r*) an die Routine iibergeben.

vjl:=proc(n,sofn,omeofn,ars,aro,deltar,predic)
local j,m,diff,tiny,trl,tr2,tr3;
tiny:=1e-60;
ars[n] :=evalm(sofn) ;
aro[n] :=evalm(omeofn) ;
for j from n to 1 by -1 do
m:=n-j+1;
diff := htranspose(aro[j]l-aro[j-1]1);

trl := trace(diff &* htranspose(diff));
tr2 := trace(diff &* (ars[jl-ars[j-11));
tr3 := trace(diff &* aro[j-1]);
if tri<=tiny then trl:=tiny fi:
ars[j-1] := evalm(ars[jl-aro[jl*tr2/trl);
aro[j-1] := -evalm(aro[jl*tr3/trixdeltar(j-1,m));
od;
predic:=evalm(ars[0]);
end:

Die andere eingesetzte Matrix-Variante ist etwas rechenaufwendiger. Sie beruht auf der
allgemeinen Vektor-.7-Transformation nach GI. (119). Fiir die Matrizenfolge r'*) wurde
hier nicht 7*)1 gew#hlt wie in obigem Algorithmus, sondern es wurde r® = rFA
gesetzt.

Die Implementierung erfolgte analog zum ersten Verfahren, nur wird statt der Diffe-
renz der Folgenelemente deltar die Matrix A und die skalare Hilfsfolge r iibergeben.
Aufterdem sind die Argumente sofn und omeofn quadratische Matrizen und keine
Vektoren.

mj:= proc(n,sofn,omeofn,ars,aro,r,A,predic)

local j,m,diff,tiny,trl,tr2,tr3;

tiny:=1e-60;

ars[n] :=evalm(sofn) ;

aro[n] :=evalm(omeofn) ;

for j from n to 1 by -1 do
m:=n-j;
diff:=htranspose(aro[j]l-aro[j-1]);
trl:=trace(diff &* htranspose(diff));
tr2:=trace(diff &x* (ars[jl-ars[j-11));
tr3:=trace(diff &* (A &* (aro[jl*r(j,m)-aro[j-1]1*r(j-1,m)) ));
if tri<=tiny then trl:=tiny fi:
ars[j-1] :=evalm(ars[j]l-aro[jl*tr2/trl);
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aro[j-1] :=evalm(A &* aro[jl*r(j,m)-aro[j]l*tr3/trl);
od;
predic:=evalm(ars[0]);
end:

B Das DVR-Verfahren

B.1 Formaler Zugang

In diesem Abschnitt soll ein formaler Zugang zum DVR-Verfahren beschrieben werden,
wie er auch unter [8, 9] zu finden ist.

Ausgangspunkt ist eine Menge von Basisfunktionen
Go(z), j=1,...,B (243)
und eine Zahl von Gitterpunkten
o a=1,...,G. (244)

Es besteht keine Notwendigkeit, daf die Dimensionen der Basisfunktionen und der
Punktbasis tibereinstimmen miissen (vgl. dazu [9, S.1406]), deshalb wird im folgenden
der allgemeinste Fall betrachtet.

Die Basis {¢;} 5 spannt einen B-dimensionalen Unterraum des Hilbertraums auf. Ge-
sucht ist nun eine Darstellung, in der Integrale iiber die Basisvektoren durch (gewich-
tete) Summationen iiber die Gitterpunkte {z,}¢ approximiert werden.

Dazu setzt man

i 7)Qja (245)

mit einer (B X G)—Transformatlonsmatrlx Q = (Qja)-
Nun gilt einerseits

Mw
Mm

(Valths) = Q70 Qup (@51 Pr) (246)
j=1k=1
B B
= 2.2 QuQusSin (247)
j=1k=1
= (Q'SQ)us (248)

mit der Uberlappmatrix
S = (Sjk) = (9lon) ; (249)
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andererseits soll ja

a
(altos) = D wythi(zy)vs(s) (250)
y=1
G B B
= 2> > w Qi Qusd; (w4) bk (25) (251)
y=1j=1k=1
L G (252)
gelten.
Definiert man eine (G x B)-Matrix U gemafs
i = VW 05(Ty), (253)
so wird daraus
.G B
5045 = Z Z Z Q]a %] WICQkﬁ (254)
y=1j=1k=1
bzw.
loxe = QTUTUQ. (255)

Dies 1aft sich erfiillen, wenn man Q so wahlt, daft
UQ = loxa (256)
gilt. Fiir G=B muf also
U=Q! (257)
gelten.
Ist die gewéhlte Basis {¢,}p orthonormal bzgl. der Integration (vgl. GL. (10) in Ab-

schnitt 1.3.1), so ist
Sik = k. (258)

Gln. (248) und (251) vereinfachen sich dann zu

(Walt's) = (Q'Q)ap = dap, (259)
sodafl auch
Q'Q = laxe (260)

gilt. Dagegen ist unabhingig von der Wahl der Basis die Uberlappmatrix S niherungs-
weise durch
S =Uufu (261)

gegeben.
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Auch in dieser Darstellung ist die potentielle Energie diagonal, wie sich durch

. G B B
(GalVIvs) ~ 3303 wndi(2,)QhaV () n(2,)Qus (262)
v=1j=1k=1
G ]B B
= XEXEI;Q;QU%V(%)U%QW (263)
y=1j=1k=
G
= > 0aV(2,)0,5 (264)
y=1
= V(wa)das (265)

leicht nachrechnen 1af3t.

B.2 FEin universelles DVR-Verfahren

In [6] wird ein DVR-Verfahren vorgestellt, das als ,black box‘“-Verfahren konzipiert und
universell einsetzbar ist. Nachdem dieses Verfahren auch in der vorliegenden Arbeit
eingesetzt wurde, soll es hier genauer beschrieben werden.

Im vorliegenden Fall wird ein eindimensionales Problem vorausgesetzt und deshalb
statt x die Ortskoordinate r gewahlt. Auferdem werden ebensoviele Basisfunktionen
wie Gitterpunkte eingesetzt, es gilt also

B=G=D

Der Hamiltonoperator des betrachteten Problems habe die Form

H = T+ \7, wobei

« 1 0?

T = —— 2
2m Or? (266)

V. = V(r). (267)

Weiterhin werden D &quidistante Gitterpunkte r, gewahlt, die durch

T — T'mi
A — max min 268
" D+ 1 (268)

und
To = Tmin + QAT a=12,...,D (269)

im Bereich [rpin, "max] festgelegt sind.
Als Basisfunktionen werden die D unteren (normierten) Eigenfunktionen des Kasten-
potentials der Form

i(ra) = (ralj) = 2 sin( ajm ) j=1,2,....D (270)
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verwendet.

Als erstes werden Matrixelemente der Form T,g3, (v # ) berechnet. Es gilt:

Taﬁ = <Ta T Tﬁ>
D
= > {ra[T]4) Gilrs)
=1
12 is. (ajﬂ> o (. Pim
= ————) sin — sin :
2mD+1:3 D+1) org D+1
Aus ) )
sin (%) — sin (W) (271)
folgt
0 Gjm 2 m Bjm
7 S S N : 272
or S (D +1 J (Tmax — Tmin)? "M\Dr1) (272)

somit ergibt sich

Top=+— . > j%sin ( a‘i_ﬂ ) sin < bin

S

+

—_
N———

2m D + 1 ("max — Tmin)> P D+1
1 2 w2 1, (v — B)gm (a4 B)jm
= — = ' — ] - —— (273
2mD+1(rmax—rmm)22jzlj [COS< p+1 )\ o )P
Nun substituiert man (a+5)
" Q@ ™
= 274
D+1 (274)
und nutzt die Beziehung
D ) e 82 D i -Ci
> j7cos(jCF) = _@RGZQIJ : (275)

=1 j=1

Letztere Summe ldft sich iiber die geometrische Reihe geschlossen darstellen; es gilt

ibct 1

D
Zeig‘ci _ eicie
7=1

Erweitert man Z&hler und Nenner mit —i (e‘ici + 1), so wird der Nenner reell und

der Realteil der Summe 1aft sich leicht berechnen. Nach einigen trigonometrischen
Umformungen erhélt man so

D ~ +
o 1 1sin(D+1Y2)C
ReY el = = 4 = :
o 2 2 sin C*/2

(277)

j=1
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Zur Berechnung der zweiten Ableitung wird die Quotientenregel herangezogen und zur
weiteren Umformung und Vereinfachung folgende Beziehungen verwendet:

sin (D 4 1/2) CF = sin(D + 1)CF cos€*/2 — cos(D + 1)CFsinC* /2 (278)
cos (D 4 1/2) C* = cos(D + 1)CF cos €*/2 +sin(D 4 1)C*sinC*/2  (279)

sin(D +1)C* = sin(a+ 8)7r =0 (280)
cos(D +1)C* = cos(a=+ B)r = (—1)**F (281)
(1) = (-1 (282)

Daraus folgt schliefslich

8—2RezD:eijCi =(-1)*P(D+1) l(D +1) -

o (283)

/1 |

Eingesetzt in (273) erhilt man das Resultat

m? (=1)F 1 1
o0 = om - ; a # ). 284
e [ () e )l T

Ist dagegen o = (3, so wird C~ = 0 und somit cosnC~ = 1; setzt man dies in (273)
ein, folgt
1 2 2
T 2m D+ 1 (Pmax — Tmin

1 & .
)25232 {1 —cosyCﬂ : (285)
j=1
Die Summation iiber den ersten Summanden in der eckigen Klammer liefert

37— D(D + 1()3(2D + 1)’ (286)

Jj=1

der zweite Summand wird mit (—1)*"* = (—1)?* =1 zu

Z:jQ cos jJC = (D +1) [(D +1) — SleCJr/Q] : (287)

fiir die Diagonalelemente T, ergibt sich also

3 2 am
Sin D+l

(288)

20D+1)2+1 1
) :
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Fiir die potentielle Energie gilt:

Vaﬁ = <To¢

rs) (289)

2 D ' (ajﬂ)v( ) (Oéj?T)
= S1n T« ) S111
D+1j:1 D+1 D+1

2 . ajm _ Bym
— V(ry)—— T T
r )D+1jzlsm(D+1)sm<D+1
= V(r )Lli [cost_ — costﬂ
Y D+12H '

Die weiteren Rechenschritte laufen dann analog ab; es kann Gl. (277) verwendet wer-
den. Aus ihr folgt

> {cost” — cost*] = bup, (290)

Jj=1
insgesamt also

Vas = V(ra)dag. (291)

Das Potential ist also diagonal, was theoretisch bereits an anderer Stelle gezeigt wurde
(GL (262) in B.1).

Setzt man insbesondere V' (r,) = 1 fiir alle r,, so folgt aus (289) und (291) die diskrete
Orthogonalitétsrelation fiir die DVR-Darstellung

(Talrp) = dugp- (292)

Abschlieflend hier noch einmal die Ergebnisse dieses Abschnitts [6]:
1 1

- y O 7é ﬂ
. a—0B)w . a+pB)m
2 (1) sin’ (g(m)l)) sin” (§<D+)1))
o ™ (=) 293
aB 4m(r _T,)zx 9 ( )
max min 2<D + 1) + 1 1 ﬁ
_ . a=
3 sin? (%)
V., = Vi(r, 50[ . 204
6 i<

C Optische Potentiale

Um storende Randeinfliisse wie z. B. Reflexionen an dn Randern auf endlichen Gittern
zu minimieren, werden in der Praxis hiufig negative imaginére Potentiale (NIPs) —
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auch optische Potentiale genannt — eingesetzt. Wie die erste Bezeichnung nahelegt,
sind dies Potentiale der Form

Vopt (1) = —1 f(r), wobei  f(r) > 0. (295)

Sehr hiufig (siehe z. B. |7, 64]) werden lineare Potentialformen gewé&hlt, also Potentiale
der Form

v e o <r <y,
ry—T;
Vopt (1) = d (296)
0 sonst.

Dabei muft sowohl die Steigung V), als auch der Bereich Ar = r; — 7 bestimmte
Bedingungen erfiillen, damit die Summe aus Reflexion R und Transmission 7" mini-
mal wird. Genauere Untersuchungen hierzu finden sich in [64]. Die lineare Form ist
aber nicht die einzig mogliche; in [65] wurden 5 verschiedene Potentialformen (linear,
quadratisch, kubisch, quartisch und exponentiell) untersucht und tabelliert.

Zur Anpassung des optischen Potentials an die zu absorbierende Wellenfunktion mufs
dessen Energie F bekannt sein. Eine weitere Bestimmungsgrofse ist die charakteristi-
sche Wellenlénge \. Diese berechnet sich aus F und der Masse m geméfs

h

A= )
2mE

(297)

Durch die Einfithrung eines solchen Potentials wird der Hamiltonoperator nicht-her-
mitesch, somit ist der Zeitentwicklungsoperator nicht mehr unitar. Das bedeutet, daf
die Tschebyscheff-Entwicklung von U nicht mehr ohne weiteres moglich ist, da beispiels-
weise der Bereich der Eigenwerte von der reellen Achse auf die komplexe Zahlenebene
verschoben wird. In [65] wird deshalb nur der hermitesche Anteil des Hamiltonope-
rators zur Bestimmung des Energiebereichs herangezogen, bei der Reskalierung nach
(72) jedoch der volle Hamiltonoperator.

In der vorliegenden Arbeit wurde ein anderer Weg beschritten, der auf eigenen Uber-
legungen beruht: Sei H der vollstdndige Hamiltonoperator, definiert durch

H = Ho + Vopt, (298)

wobei Hy die physikalische Situation ohne Dampfung beschreibt. Dann 14t sich der
Zeitenwicklungsoperator in Anlehnung an (142) in 3.4 approximieren durch

e~ 1At o= i(Vopt/2)t ,—iHot ,— i (Vopt/2)t (299)

Wir definieren nun den Dampfoperator D:

A

D = ¢ i Von/2t, (300)

Somit gilt ndherungsweise ) )
e~ Mt = PemiHip, (301)
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Der Fehler liegt hier wieder in der Grofenordnung O(£2).
Setzt man nun in (301) die Tschebyscheff-Entwicklung (79) ein, so ergibt sich

efiliit _ 5671H0té
A N A
~ D (Z anTn> b
n=0
N A A
= Z a,bT,b
n=0
N ~
= Z anTh,
n=0

wenn man die ,,geddmpften Tschebyscheff-Polynome

~

T, = bT,D (302)

einfiihrt.

Wird nun (302) in die Rekursion der Tschebyscheff-Polynome nach (63) eingesetzt, so
ergibt sich fiir die ersten beiden Polynome (Hy wird der Einfachheit halber als auf 1
normiert betrachtet)

To=DT,D=D", T, =DHyD,
wahrend fiir die eigentliche Rekursion

Tn+1 = éjjnJrl|§
= D (2HT, — T, 1) D
== 25H0Tné - éTnflé

gilt. Der zweite Summand ist nach Definition (302) gleich T,,_1; beim ersten Term 1Rt
sich wieder ndherungsweise Hy mit dem fithrenden D vertauschen. Damit folgt

Tn—i—l = QHQTn - Tn—l; (303)

somit gilt die Rekursionsbeziehung (63) bis auf einen Fehler der Ordnung ¢* auch fiir
die gedampften Tschebyscheff-Polynome. Mit diesen so definierten Polynomen 14#t sich
natiirlich auch wieder eine vektorielle Rekursion definieren mit der Ersetzung

Py — &n = an(()) (304)
in (137).

Auf der Grundlage der Vektorpropagation mit geddmpften Polynomen wurde ein Pro-
gramm realisiert, dafs an einem einfachen Beispiel den Einfluf eines optischen Poten-
tials zeigt. Im folgenden wird zunéchst ohne optisches Potential propagiert.

Der Hamiltonoperator des betrachteten Modellsystems lautet

~

Hy=T+V, (305)
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wobei V = V(r) ein Gauss-formiges abstofiendes Potential der Form
V(r) = De "
mit den Parametern D = 1000cm™?, o = 0.2 agl darstellt; an der Stelle r;,,. = 10.0 ag

wurde ein ebenfalls Gauss-formiges Wellenpaket mit der Masse m = 1.0amu und
3 =0.8ay", beschrieben durch

wo (7»> o< 6713(,'17770(:)2

angenommen. Abbildung 25 zeigt die Ausgangssituation. Nach oben ist die Energie
in cm~! angegeben, nach rechts die Anzahl der Gitterpunkte. Propagiert wurde im
Bereich von r;, = 0 bis 7., = 50.0 ag, unterteilt in D = 256 Punkte. Als Zeitschritt
wurde 7" = 0.1 ps gewéhlt. In allen folgenden Abbildungen ist der Einfachheit halber
als Abszisse der Laufindex « statt der Ortskoordinate r, angetragen.

Die Wellenfunktion ist hier nicht normiert und wurde stark vergrofiert gezeichnet, um
das Auseinanderlaufen des Wellenpakets gut verfolgen zu konnen (die Grofenverhalt-
nisse der Wellenfunktionen zu den einzelnen Propagationsschritten sind zueinander
mafstabsgetreu).

800 -

600 -

400 -

0 50 100 150 200 250
o—

Abbildung 25: Betragsquadrat |¢(r,)|> zum Zeitpunkt ¢ = 0. Die MaRzahlen auf
der linken Achse beziehen sich auf das Potential am linken Rand und sind in cm™*
angegeben.

In Abbildung 26 ist die Wellenfunktion zu spéteren Zeitpunkten abgebildet. Man er-
kennt, wie das Wellenpaket erst auseinanderlduft und sich dann in mehrere Maxima mit
nach aufsen hin abnehmender Intensitét aufspaltet. Ab ¢ = 77T sieht man hochfrequente
Uberlagerungen der Wellenberge, die durch Reflexionen am Gitterrand hervorgerufen
werden und sich in der Folgezeit nach links ausbreiten.
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1 | 1
< 10001 = 1000 < 10001
a” o a”
= = =
3 800 3 800 3 800
= = Nt
= = =
600 600 600
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200 200 200
T o 50 100 150 200 250 T o 50 100 150 200 250 T o 50 100 150 200 250
§1000* t = T \5/1000 t = 2T \51000* t = 3T
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3 800 3 800 3 800
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600 600 600
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200 200 2001
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4004 400 400+
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oa— a— a—
t="1T t=8T t=9T

Abbildung 26: Betragsquadrat |1)(r,,t)|? zu verschiedenen Zeiten ¢. Links ist das Mo-
dellpotential eingezeichnet. Ab t = 7T werden hochfrequente Anteile am rechten Rand
reflektiert und iiberlagern die Wellenfunktion.

In einem weiteren Durchlauf wurde nun ein optisches Potential eingefiihrt, um diese
storenden Randeinfliisse zu minimieren. Das Programm berechnete die mittlere Ener-
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gie?? des Wellenpakets mittels

~ {tolFo| o)
b= el

zu F = 17.6cm™! und daraus die charakteristische Wellenlinge nach Gl. (297) zu
A = 11.6ag. Das Potential wurde am rechten Rand plaziert; somit ergibt sich das
Potential nach Gl. (296), wenn man V), = 38.7cm™", 74 = max — A = 38.429 und
7¢ = Tmax = 50.0 a9 setzt?.

(307)

Die Grafiken in Abbildung 27 zeigen am rechten Rand das absorbierende Potential (hier
reell gezeichnet) und die zeitliche Entwicklung des Wellenpaketes. Man erkennt, dafs
fiir die Zeit von t = 07 bis 67 die Abbildungen mit denen aus Abb. 26 {ibereinstimmen,
ab t = 7T jedoch der hochfrequente Randeinflufs hier nicht erkennbar ist.

22Fiir Wellenpakete mit breiter Energieverteilung wird in [65] eine empirische Formel zur Bestim-
mung der optimalen Energie angegeben; sie lautet:

E* =log™ ' [0.624210g( Fpmiy) + 0.3759 10g( Emax)] - (306)

Diese Formel ist fiir lineare und kubische Potentiale getestet worden.

Im vorliegenden Beispiel sollte der Einsatz von NIPs in erster Linie qualitativ gezeigt werden,
deshalb wurde (306) hier der Einfachheit halber nicht angewandt.

23Die benstigten Werte wurden aus den Tabellen in [65] entnommen; hierfiir ergibt sich eine DAmp-
fung auf weniger als 0.3 % der urspriinglichen Wellenfunktion durch das optische Potential.
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Abbildung 27: Betragsquadrat |¢(r,,t)|* zu verschiedenen Zeiten ¢. Am rechten Rand
ist der Verlauf des absorbierenden Potentials eingezeichnet. Hier sind im Gegensatz zu
Abb. 26 keine Stérungen vom rechten Rand her erkennbar.
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